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Resume. Pour etudier certains ensembles de probabilites, appeles moyennes induites par J. 
Ecalle, F. Menous introduit deux operateurs de greffes et B~ . A partir de ces deux opera- 
teurs, nous construisons des algebres de Hopf d'arbres enracines et ordonnes B^, i G N*, B°° et 
B verifiant les relations d'inclusions B^ C . . . B^ C B^~^^ C . . . C B^ C B. On munit B d'une 
structure de bialgebre dupliciale dendriforme et on en deduit que B est colibre et auto-duale. 
Nous introduisons enfin la notion d'algebre bigreffe et demontrons que B est engendree comme 
algebre bigreffe par I'element . i . 

Abstract. In order to study some sets of probabilities, called induced averages by J. Ecalle, 
F. Menous introduces two grafting operators and B~ . With these two operators, we construct 
Hopf algebras of rooted and ordered trees B^, i S N*, B°^ and B satisfying the inclusion relations 
B^ C . . .B^ C ^ • • • ^ B°° C B. We endow B with a structure of duplicial dendriform bial- 
gebra and we deduce that B is cofree and self-dual. Finally, we introduce the notion of bigraft 
algebra and we prove that B is generated as bigraft algebra by the element . i . 
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Introduction 

L'algebre de Hopf des arbres enracines de A. Connes et D. Kreimer est decrite dans [1] 
dans le contexte des theories de champs quantiques : elle est utilisee lors de la procedure de 
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Renormalisation. Cette algebre de Hopf est engendree par I'ensemble des arbres enracines, et le 
coproduit est donne par les coupes admissibles. D'autres algebres de Hopf d'arbres sont obtenues 
a partir de celle-ci en ajoutant une structure supplementaire aux arbres enracines. Par exemple, 
avec des donnees planaires en plus, on obtient 1' algebre de Hopf des arbres plans HpR ainsi que sa 
version decoree T-Lp^ |Z1 El E] ; en munissant les sommets d'un ordre total, on obtient I'algebre de 
Hopf des arbres ordonnes T-Lq. Dans cet article, nous nous interessons a differentes sous-algebres 
de Hopf de T-Lq-, dont la construction a ete inspiree par les travaux de F. Menous. 

Dans [9], F. Menous etudie certains ensembles de probabilites, appeles moyennes induites 
par J. Ecalle, associes a une variable aleatoire sur M. Une moyenne est un ensemble de "poids" 
indexes par des mots sur I'alphabet a deux elements {+, — }. Pour un mot (ei, . . . ,e„) donne 
[si = lb), le poids est simplement la probabilite d'appartenir a W''^ au temps 1, a M^^ au temps 
2, a M^" au temps n. F. Menous prouve dans [9j qu'un tel coefficient pent etre decompose en 
une somme de coefficients elementaires qui sont indexes par des arbres et des forets ordonnes. 
Pour cela, il construit par recurence, avec un formalisme proche de celui du calcul moulien, un 
ensemble de forets ordonnees. C'est cet ensemble, note qu'on se propose d'etudier ici. 

Pour cela, nous definissons deux operateurs de greffes et a partir desquels nous 
proposons une construction de I'ensemble ce qui permet de definir I'algebre de Hopf B°° = 
'K[Q]. Une etude combinatoire de Q permet de construire un "devissage" de I'algebre de Hopf 3°^ 
de sorte qu'on a les inclusions C . . . C C B^'^^ ^ • • • ^ 6°°, ou i3* est une algebre de Hopf 
pour tout i e N*. 

En generalisant la construction de F. Menous, nous definissons une algebre de Hopf B = 'K.\T] 
a partir d'un ensemble d'arbres ordonnes T construit avec les operateurs et . Par des rai- 
soimements proches de ceux utilises dans 0, on demontre la coliberte et I'auto-dualite de B. On 
s'attache ensuite a munir B d'une structure d'algebre de greffes a gauche, d'algebre de greffes a 
droite qui sont des quotients d'algebres dipteres (voir [7j). Cela nous amene naturellement a la 
notion d'algebre bigreffe, et on demontre que B est engendree comme algebre bigreffe par I'unique 
arbre de degre 1. 

Le texte est organise comme suit : dans la premiere partie, nous construisons, avec des ope- 
rateurs de greffes B^ et un ensemble Q d'arbres ordonnes et nous exhibons differentes 
proprietes combinatoires de ^. A partir de cet ensemble, nous definissons I'algebre nous 
demontrons que c'est une algebre de Hopf et nous calculous sa serie formelle. On construit en- 
suite des sous-algebres B^ de B"^ ^ pour i G N*, et on demontre que ce sont des algebres de 
Hopf. Dans la seconde partie, nous definissons I'algebre B a partir d'un ensemble T lui aussi 
construit avec les operateurs de greffes B^ et B~. On munit B d'une structure de bialgebre du- 
pliciale dendriforme (voir [H [5l [8]) et cela nous permet de montrer la coliberte et I'auto-dualite 
de B. Nous definissons enfin les algebres de greffes a gauche, les algebres de greffes a droite et 
les algebres bigreffes et on demontre que B est engendree comme algebre bigreffe par I'element . i . 

Remerciements. J'aimerais remercier mon directeur de these, Lo'ic Foissy, qui m'a propose 
d'etudier ces operateurs de greffes et soutenu dans mes recherches. 

Notations et rappels 

Tout les espaces vectoriels et les algebres sont definis sur un corps K. Etant donne un en- 
semble X, nous noterons par IC[X] I'espace vectoriel engendre par X. Pour tout espaces vectoriels 
V et W, V 0W designera le produit tensoriel de V par W sur K. 

Nous rappelons brievement la construction de I'algebre de Hopf des arbres enracines plans 
(21 |S] , qui generalise celle de Connes-Kreimer des arbres enracines [T] . Un arbre enracine est un 
graphe fini sans boucle avec un sommet particulier appele la racine [11]. Une foret enracinee est 
un graphe fini F dont toutes les composantes connexes sont des arbres enracines. L 'ensemble des 
sommets d'une foret enracinee F est note V{F). Le degre d'une foret F est le nombre, note \F\, 
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de sommets de F. L'unique foret de degre est I'arbre vide note 1. La longueur d'une foret F 
est le nombre de composantes connexes de F. Voici par exemple les forets enracinees de degre 
< 4 : 

1, . , . . , I , . . . , I., v,i I. .,11, Y.,i., Y, V, Y,l . 

Soit F une foret enracinee. Les aretes de F sont orientees vers le bas (des feuilles vers les 
racines). Si G V{F)^ on notera v ^ w s'il y a une arete de de t; vers w et v ^ w si 
il y a un chemin oriente de v vers w dans F. Par convention, v ^ v pour tout v G ViF). Si 
v,w £ V{F), on dira que v est un descendant de w si f ^ t<; et que v est un ancetre de w si 
^ w. Si V G V{F), nous noterons h{v) la hauteur de c'est-a-dire le nombre d'aretes sur le 
chemin oriente entre v et la racine de I'arbre qui a v pour sommet, et la fertilite de ij egale 
au cardinal de {w G l^(-F) | w — >■ i'}- On dira qu'un arbre est une echelle si tons ses sommets 
qui ne sont pas des feuilles sont de fertilite egale a 1. 

Une foret plane est une foret enracinee F tel que I'ensemble des racines de F est totalement 
ordonne et, pour tout sommet v G V{F), I'ensemble {w G V{F) | it; — )■ f} est totalement 
ordonne. Par exemple, voici les forets planes de degre < 4 : 

I^aaa^ \^ ^l^aaaa^ laa^ala^aal^ I \^ • ^ l • ^ a \^ ^ • l ^ ^ ^ \^ ^ ^^"^ • 

On pent definir un ordre total sur les sommets de F de la maniere suivante : si v,w G V{F), 

V ^ w, alors v < w si I'une des conditions suivantes est satisfaite : 

1. t; et w ne sont pas les sommets d'un meme arbre de la foret F, et I'arbre ayant pour sommet 

V est plus a gauche que I'arbre ayant pour sommet w 

2. V et w sont les sommets d'un meme arbre de la foret F, et il existe un chemin oriente de 

V vers w, c'est-a-dire v ^ w, 

3. V et w sont les sommets d'un meme arbre de la foret F, il n'existe pas de chemin oriente de 

V vers w lii de w vers v et, en notant x I'ancetre commun de u et w de hauteur maximale, 
I'arete terminant le chemin de v vers x est plus a gauche que I'arete terminant le chemin 
de w vers x. 

De plus, V < w si V = w ou V < w. 

Soit V un sous-ensemble de V{F). On dira que v est une coupe admissible de F, et on ecrira 

V t= V{F), si V est totalement deconnecte, c'est-a-dire que v w pour tout couple {v,w) 
d'elements distincts de v. Si v |= V{F), Lea^iF) est la sous-foret enracinee plane de F obtenu 
en gardant seulement les sommets "au-dessus" de v, c'est-a-dire {w G V{F) \ 3v G v, w ^ v}. 
Remarquons que v C Lea„{F). RoOv{F) est la sous-foret enracinee plane obtenue en gardant les 
autres sommets. 

En particulier, si d = 0, alors Lea^iF) = 1 et Roo^{F) = F : c'est la coupe vide de F. 
Si V contient les racines de F, alors il contient uniquement les racines de F, et Lea^iF) = F, 
RoOv{F) = 1 : c'est la coupe totale de F. On ecrira v ||= V{F) si v est une coupe admissible non 
vide, non totale de F. Une coupe admissible v est une coupe simple si card(t)) = 1. 

II est prouve dans |2] que I'espace %pr genere par les forets planes est une bigebre. Le 
produit est donne par la concatenation des forets planes et le coproduit est definit pour toute 
foret enracinee plane F par : 

A(F) = ^ Lea^{F)^Roo„{F), 

v\=ViF) 

= F(g)l + l(g)F+ Lea^{F)(g)Roo^{F), si Fj^l. 

v\\=V{F) 
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Si F est non vide, on pose A(F) = A(F) - (F (g) 1 + 1 F). 

Nous aurons besoin d'une version decoree de cette algebre de Hopf. Si T> est un ensemble 
non vide, une foret plane decoree est un couple {F,d), ou F est une foret enracinee plane et 
d : V{F) — )• T? une application. L'algebre des forets planes decorees "Hp^ est encore une algebre 
de Hopf. Nous donnons ci-dessous les arbres plans decores de degre < 4 : 

.a, aGP, ll,ia,b)GV^, 'Vj' M , ia,b,c) £ , 

cIt t c d c T ^ 

X\^Y.\V.\ M, ia,b,c,d)GV\ 

Rappelons aussi la notion de foret ordonnee. Une foret ordonnee est une foret enracinee 
avec un ordre total sur I'ensemble de ces sommets. Notons %o le IK-espace vectoriel engendre 
par les forets ordonnees. Si F et G sont deux forets ordonnees, alors la foret ordonnee FG est 
aussi une foret ordonnee avec, pour tout v £ F, w ^ G, v < w. Cela definit un produit non 
commutatif sur Tensemble des forets ordonnees, qui s'etend lineairement a T-Lq. Par exemple, 
(I? ) X (.i^Y4^ ) = ll .3*Y6^ . Voici les forets ordonnees de degre < 3 : 

3 2 3 1 2 1 

1 T2 Tl T3 T2 T3 T1 T2 Tl ^ ^ ^ I 2 I 3 I 1 I 3 I 1 I 2 

I,.l,.1.2,il,i2,'l'2'3,'li2,'ll3,ll'2,'2i3,il0,l2'3, »1 , »2 , V3 , 12,^2,^3, ^3- 

Si F est une foret ordonnee, alors toute sous-foret de F est aussi ordonnee. On pent done 
definir un coproduit sur T-Lo comme suit : pour toute foret ordonnee F, 

A(F)= Lea„{F)(^Roo^{F). (1) 

v^V(F) 

Par exemple. 




Les forets planes sont ordonnees, en numerotant les sommets suivant I'ordre defini plus haut. 
Reciproquement, les forets ordonnees sont planes. II suffit de supprimer I'indexation des sommets. 

1 Les algebres de Hopf 

1.1 Construction et etude de Q 

Commengons par introduire deux operateurs de greffes et B qui sont utilises dans tout 
ce qui suit. Pour cela, considerons une suite de m arbres ordonnes non vides Ti, . . . , Tm dont la 
somme des degres est notee n. On pose : 

1. B^(Ti, . . . , Tm) I'arbre ordonne de degre n+1 obtenu comme suit : on considere T\ , . . . , Tm 
comme la suite des sous-arbres d'un arbre enracine ayant pour racine le sommet indexe par 
n+1. De plus, on conviendra que B~{\) est egale a I'arbre .i, oil 1 designe I'arbre vide. 

2. B^(Ti, . . . , Tm) I'arbre ordonne de degre n+1 construit en greffant le sommet indexe par 
n + 1 comme le fils le plus a droite de la racine de Ti et en considerant alors T2, . . . , Tm 
comme la suite des sous-arbres issus du sommet indexe par n + 1. En particulier, on notera 
B^(Ti) = B^{Ti, 1) I'arbre obtenu en greffant le sommet indexe par |Ti| +1 comme le fils 
le plus a droite de la racine de Ti. De plus, on conviendra que B~^{1) est egale a I'arbre . 1 . 

Note. Les operateurs B^ et B~ sont differents de ceux introduits dans yj par A. Connes et 
D. Kreimer 
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Exemples. B-{ll , = \' , B+iX' ) = B+{X" A) = %\ B+{n , = 

Pour toute suite e = ei, . . . , e„ G {+, — avec n> 1, on definit par recurrence un ensemble 
qui correspond a un ensemble de forets ordonnees de degre n. 

Si n = 1 , Q^^^\ pour ei quelconque, est I'ensemble reduit a un seul element, la foret de degre 
I'unique sommet etant evidemment indexe par 1. 

Si n>2 , considerons I'ensemble ^(^i' ->£n-i) (j^jg^ construit. 

1. Si £„ = — , les elements F de ^(^i' - '^") sont obtenus par la transformation suivante. On 
prend un element F' = Ti . . . de ^(^I' -.sn-i)^ avec m > 1, et on considere Ti, . . . , 

comma la suite des sous-arbres d'un arbre enracine ayant pour racine le sommet indexe 
par n. Cela donne ainsi naissance a une nouvelle foret ordonnee de degre n, avec un seul 
arbre, egale a B~{Ti, . . . , Tm)- 

2. Si £„ = +, alors comme precedement on considere un element F' de Nous 
avons alors plusieurs possibilites pour aj outer un nouveau sommet indexe par n. Notons 
encore F' = Ti . . . T^, ou Ti, . . . , est la suite des arbres qui composent la foret F' et 
m > 1. On pent alors faire I'une des transformations suivantes pour obtenir un element de 

g(ei, ...,£„)_ 

(a) Concatener I'unique arbre de degre 1 indexe par ra a la foret Ti . . . sur la droite. 
Cela donne la foret ordonnee de degre n egale a Ti . . . r^.„. 

(b) Pour 1 < i < m, greffer le sommet indexe par n comme le fils le plus a droite 
de la racine de Tj et considerer alors Ti+i,...,Tjn comme la suite des sous-arbres 
issus du sommet indexe par n. On obtient alors la foret ordonnee de degre n egale a 
Ti. . . Ti_iB~^(Ti, . . . ,Tm)- 

Voici une illustration de cette construction pour n = 1, 2, 3, 4 : 



gM = g(-) = {.,} 

gi+,-) =gi-,-) = {11} 

^(+, + ,+) = + ^ {.i.,.3,.lli,lf ,I?.3,V/} 

g(+,-,+)=gi-,-,+) = {Ii.3,^Y/} 

g{+,+,-)=g{-,+,-) = fYsMh 

g{+,-,-) = g(-,-,-) = {llj 

2 3 T ? 

ni+ '+'+'+) — n(- '+'+'+) — / I* {4 Y* I3 V M 

y — y — •[•l»20-4,-l-2l3,-li2, i I ,.li2-4,-l V2 
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g{+,-,+,-)=g{-,-,+,-) = {'{f/yi} 

ji 

Dans la suite, etant donne e G {+, — }" avec n > 1, on identifiera toujours Ics deux ensembles 
et Q^~'-^ (et les deux ensembles Q^~^^ et Q^~^). On preferera, suivant les cas, dire qu'une 
foret appartient a ou a Q^'''-\ 

Pour n > 2, considerons un element F de C^(^i---'^"-i). Notons Ss„{F) I'ensemble des forets 
construites a partir de F par les metliodes de construction ci-dessus, suivant la valeur de £ji. 
Alors, 

= \J Se„{F). (2) 

Lc Icmmc suivant sera utile dans la suite : 

Lemme 1 Soient e,e' e [J {+, -}", avec e / e'. Alors ^(+'^) n ^(+'^') = 0. 

n>l 

Preuve. Soient £, e' G U„>i {+, — avec £ 7^ e'. Tout d'abord, supposons que la suite e est 
de longueur n et que la suite e' est de longueur n', avec n 7^ n'. Comme les elements de 
sont de degre n + 1 et ceux de ^(+'^ ) sont de degre n' + 1, ^(+'^) n ^(+'^ ) = 0. 

Supposons maintenant que les suites £ et e' sont de meme longueur ra > 1 et raisonnons par 
recurrence sur n. Le resultat est trivial pour n = \. Supposons n > 2. On distingue alors deux 
cas : 

1. Si £„ 7^ e^, par exemple £„ = — et = +. Les elements de Q'^'^'^ sont tons des arbres 
dont la racine est indexee par n+1. L'ensemble Q^^'- ^ est constitue d'arbres et de forets 
(de long ueur ^ 2). Par construction, les arbres de Q^^^— ^ sont de la forme B^(Ti, . . . ^T^^^ 
avec m > 1 et Ti . . . G ■ '^"-i). En particulier, la racine de ces arbres est indexee 
par un entier < n + 1. Done ^(+'^) n ^(+'^') = 0. 

2. Si e„ = e^, comme e ^ e', £i,...,e„_i 7^ s'^, . . . , £^_^. Par I'absurde, supposons que 
g(+,£)ng(+'5') / 0. Alors il existe une foret Ti . . . G et une foret T[... T/ G 

que Ssj^{Ti . . . Tm) n 'S'ej^(T{ . . . T/) 7^ 0. Par hypothese de recurrence, 
g(+,£i,..,£„_i) p ^ 0^ jJq^^, Ti . . . 7^ T;[ . . . T/. Or 

(a) si en = e'n = -, 5_(Ti . . . r„) = {^-(ri, . . . , T^)}, 5_(r{ . . . T/) = {B-(r{, . . . , r/)}. 

Done 5~(ri, . . . , Tm) = B-{T[, T/) et, necessairement, m = I et Ti . . .Tm = 
T[ . . . T^. On aboutit done a une contradiction. 

(b) si e„ = e'„ = +, alors 

5+(Ti . . . T^) = {B+{Tu . . . , T^),TiB+{T2, . . . , T^), . . . , Ti . . . Tm-iB+{T^), 

T\ . . . TjYi . n+1 } 

5+(Ti'...T/) = {i?+(T^,...,r/),r^B+(T^,...,T/),...,r{...T/_i5+(T/), 
T^' • • .T/.„+i}. 

Alors il existe i G {l,...m} et j G {1,.../} tels que Ti . . . Tj_ii?"'"(Tj, . . . , T^) = 
T{ . . . Tj_iB^{Tj, . . . , T/). Necessairement, on doit avoir i = j, Ti = T{, . . . , Tj_i = 
Tl_-^ et B+{Ti, ...,Tm) = B+{Tl, Tl). Or cette derniere egalite implique que m = / 
etTi = Tl,...,Tm = T^. Ici encore, cela contredit Ti. . .Tm^T[. . . T/. 
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Par recurrence, le resultat est ainsi demontre. □ 

En reprenant la preuve precedente, remarquons que dans I'egalite (|2]) I'union est disjointe. 
De plus, dans chaque ensemble Ss„{F), toutes les forets sont distinctes car elles ne sont pas de 
meme longueur. Ainsi, pour tout £ G {+, — avec n > 1, les elements de Q^'^ sont tons distincts. 

Considerons les ensembles suivants : 

n fois 

ee{+,-}",n>l n>l 

D'apres le lemme [U les deux unions precedentes sont disjointes (a I'identification pres des 
ensembles ^^"'"'-^ et g^~'-^) et il n'y a done pas de redondances dans la construction des forets 
appartenant a g. 

Remarquons que g n'est pas stable pour I'operation de concatenation. Par exemple, les arbres 
Il et 1 2 appartiennent a g mais la foret I? I2 ^ ^. Cela est du au fait que I'arbre de droite 
qui compose la foret I? H a ete construit avec un B~ ( I2 € g^~^~^)- Plus precisement, on a le 
resultat suivant : 

Lemme 2 Les assertions suivantes sont equivalentes : 

1. La foret Ti . . . appartient a g. 

2. Ti^g etT2,...,Tm G 

En particulier, pour toute foret Ti . . . G ^, Ti, . . . , Tm appartiennent a g. 

Preuve. Demontrons tout d'abord le sens direct. Soit une foret Ti . . . appartenant a g 
et notons n = |Ti| + . . . + \Tm\ son degre. D'apres le lemme [1] il existe un unique e G { + , — }" 
tel que Ti . . . G g^-'^- Soit i le plus grand indice tel que £i = —. Par construction, les elements 
appartenant a ^("=1 gont des arbres de la forme B~ de I'arbre vide si i = 1 ou B~ d'une suite 
d'arbres Gi, . . . ,Gk telle que Gi...Gk G ^("^I'-'^i-i) si i > 2. Ti contient done un sous-arbre 
B^{Gi, . . . , Gk) {B^{1) si i = 1) appartenant a ^("^iv-Si). Autrement dit, 3 / > tel que 

I fois 

Ti = B+C.B+iB-iGi,. . . , Gk), ...),.. .). 

Ainsi, iTil > i. Par ailleurs, remarquons que si F1F2 G g^-\ alors Fi G ^(^I'-'-'^l^'il) et F2 G 
g(''\Pi\+^'-'^\Pi\+\P20 , Ainsi, Ti e g et T2, . . . ,Tm e g^. 

Reciproquement, montrons que si Ti G ^ et T2, . . . ,Tm G t/", alors T1T2 ■ ■ - Tm G g par 
recurrence sur ou F = T2 . . .Tm- Si \F\ = 1, c'est-a-dire = .1, alors TiF = Ti-i-p^i+i, et 
par construction de ^, TiF G g. Soit n > 1 et supposons le resultat verifie pour tout F tel que 
\F\ < n. Considerons F = T2 . . . de degre n + 1, avec T2, . . . , G g^. Si \Tm\ = 1, par hypo- 
these de recurence T1T2 . . . Tm~i £ g et comme pour I'initialisation T1T2 . . . T^-i. |Ti|+n+i ^ ^• 
Sinon, comme Tm G g^, il existe Gi, . . . , Gfc G tel que Tm = B~^{Gi, . . . , Gk), avec Gi . . .Gk 
une foret de deg re ITtt^I — 1. Par liypotliese de recurrence, T\ . . . T^a—iGi . . . G^ G g , done 
TiF = T1T2 . . . Tm-iB^{Gi, . . . , Gk) appartient bien kg. □ 

D'apres le lemme precedent, g est stable par concatenation a gauche par des elements de g^. 
Pour on a le 

Lemme 3 U {1} est un monoide lihre pour I'operation de concatenation. 
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Preuve. En effet, si T1T2 G T1T2 G done Ti G g(+ 

IT2I fois 
. s 

Ts G C go. 

Reciproquement, supposons que Ti,T2 G et raisonnons par reeurrenee sur le degre de T2. 
Si IT2I = 1, T2 = .1 et alors T1T2 G par construction de Q^. Supposons IT2I > 2. Comme 
T2 G il existe d, . . . , G a° tels que Ts = B+{Gi, Gfc). Mors la foret Tid ...Gk^Q^ 
par hypothese de recurrence, et done T1T2 = TiB^{Gi, . . . , Gfc) G G^j par construction de Q^. □ 

Remarque. Posons Aj(F) = Leav{F) ® RoOv{F) pour toute foret 

et rooi(F)eRoo^(F) 

non vide F, ou rooi{F) est la racine de I'arbre le plus a gauche de la foret F. Soient Ti, . . . , Tm 
m arbres non vides, m > 1. Alors, en etudiant les coupes admissibles : 

A(5-(ri,...,r„)) = {Id®B-)ol^{Ti...Tm) + B-{Ti...Tm)®l, 
A{B+{Ti,...,Tm)) = {Id(^B+)oAi{Ti...T^) + B+{Ti,...,T^)^l 

+Ai{Ti)-{B-{T2,...,Tm)^l). 



Lemme 4 Soit T un arhre appartenant d U {1}. Alors, pour toute coupe admissible v |= 
V{T), Roo^{T)eg'^U{l}. 

Preuve. II sufHt de montrer que, pour toute coupe simple v |= V{T) et pour tout arbre 
T G ^0 u {!}, Roo^[T) G U {!}. On raisonne par recurrence sur le degre n de T G u {!}, 
le resultat etant trivial si n = 0, 1, 2. 

Supposons n > 3. Comme T G , il existe m > 1, Ti,...,Tm G G^, tels que T = 
B^{Ti, . . . , Tm). Soit V 1= V{T) une coupe simple de T. II y a trois cas possibles : 

1. Si V 1= V{Ti), par hypothese de recurrence, Roo^{Ti) G U {!}. Si RoOv{Ti) = 1, 
RoOv{T) = 1. Si RoOv(Ti) ^ 1, alors, avec le lemme |3l RoOv{Ti)T2 . . .Tm G G^j done 
Roo^ {T) = B+ {Roo^ (Ti ) , T2 , . . . , ) G go . 

2. Si 1= y(Tj), avec i > 2 (on inclut ici le cas de la coupe totale qui correspond a couper 
I'arete entre le sommet indexe par n et la racine de Ti). Par hypothese de recurrence, 
RoOv{Ti) G a° U {!}. Avec le lemme El Ti . . . Roo^{Ti) ...Tm£G°, et ainsi RoCviT) = 
B+{Ti,...,Roo^{Ti),...,T^)eG'^. 

3. Enfin, si on coupe I'arete joignant la racine de T (qui est aussi la racine de Ti) et le sommet 
indexe par n, alors Roo^{T) = Ti G G^ ■ 

Ainsi, dans tons les cas, RoOy{T) G G^ ■, et on pent conclure par le principe de recurrence. □ 

Remarque. Par contre, etant donne un arbre T appartenant a G^, il existe certaines coupes 
V 1= V{T) telles que Leav{T) ^"y j^j p^r exemple, considerons Ti, . . . ,Tm G G^, avec m > 2, 
et r = B'^{Ti, . . . ,Tm) G G^- Alors, si on realise la coupe simple v |= V{T) consistant a cou- 
per I'arete joignant la racine de T (qui est aussi la racine de Ti) et le sommet indexe par |T|, 
Lea^{T) = B^{T2, . . . G G^"'~^ et done G^ en utilisant le lemme [TJ 

Rappelons (voir |JLj) que Ton pent definir sur TipR un operateur de greffe B : TipR ^ TipR 
qui, etant donnee une suite de m arbres plans non vides Ti, . . . , T^, associe I'arbre B{Ti, . . . , Tm) 
obtenu en considerant Ti, . . . , comme la suite des sous-arbres ayant une racine commune (avec 

la convention B(l) = .). Par exemple, B(., I ) = . 
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Soit T mi arbre enracine plan non vide G TipR- Une question naturelle est de savoir de com- 
bien de fagons on pent indexer les sommets de T pour obtenir un element de ou de ^. 

Dans le cas de Q^, il n'y a qu'une seule et unique indexation possible. En effet, considerons un 
arbre plan T. Si T est de degre 1, le resultat est trivial. Sinon, T = B(Ti, . . . , T^) avec Ti, . . . , Tm 
m arbres non vides G TipR et m > 1. Par hypothese de recurrence, il y a une unique indexation 
de B(Ti, . . . , Tm-i) en un element note G de Q^. Si = . , comme le descendant le plus a droite 
de la racine de T doit necessairement etre indexe par |T|, B^{G) est I'unique arbre de tel que 
I'arbre plan associe (en supprimant I'indexation) soit T. Sinon, = B{Tm,i, ■ ■ ■ ,Tm,k)- Avec 
I'hypothese de recurrence, \/ 1 < i < k, I'arbre plan Tm,i a une unique indexation en un element 
note Gi de Q^. Alors, B^{G,Gi, . . . ,Gk) G G^, et c'est par construction I'unique arbre de 
tel que I'arbre plan associe soit T. On definit ainsi une bijection entre les arbres de T-LpR et les 
arbres de Q^. 

Pour le cas plus complexe de ^, on a la 

Proposition 5 Soit un arbre plan T G TipR. Rappelons que, si v est un sommet de T, fy 
designe la fertilite de v et h{v) la hauteur de v. Notons It la feuille la plus a gauche de T. Alors, 
il y a 

h{lT)-l 

1+ E n /" 

j=0 Irp^v et h{v)<i 

fagons d'indexer T pour obtenir un element de Q. 

Preuve. Rappelons que si T est un arbre non vide de B^(T,1) = B^{T) est I'arbre 
construit en greffant le sommet indexe par |r| + 1 comme le fils le plus a droite de la racine 
de T. En particulier, on ne cherchera pas dans cette preuve a simplifier un produit d'arbres en 
supprimant les eventuels arbres vides. 

Raisonnons par recurrence sur k = H^It) la hauteur de It- Pour eviter d'alourdir les nota- 
tions, on notera indifferement un arbre appartenant a TipR et I'arbre (ou les arbres) obtenu apres 
indexation des sommets appartenant a Q. 

Si k = 0, T est I'arbre plan reduit a sa racine, il y a done une unique fagon de le numeroter, 
en . 1 . Ceci demontre la formule au rang 0. 

Si = 1, T = B(.,Ti, . . .,Tn), avec Ti = B{Ti^i, . . . Ti^^J, . . . ,r„ = B{Tn,i, . . ■ ,Tn,mJ (si 
Ti = Ti = B(Ti^i) avec Tj^i = 1). II y a alors deux cas possibles pour I'indexation de T : 

1. Si I'indice de la racine de T est plus petit que I'indice de son descendant direct le plus a 
gauche. Alors, 

T = -B+(. . . B^{B^{.i,l),Ti^i, . . . ,ri^mi), • • ■),Tn,l, . . . ,Tn^rn„), 

avec, d'apres le lemme E] Ti^i, . . . , T„^m^ G G^, et done une unique fagon d'indexer les 
sommets de Ti^i, . . . ,Tn^m„- Ainsi T appartient a t/*^ C ^ et il y a, dans ce cas, une seule 
fagon de numeroter les sommets de T. 

2. Si I'indice de la racine de T est plus grand que I'indice de son descendant direct le plus a 
gauche. Alors, pour tout 1 < i < n, 

n—i fois 

B^{. . . B^{B (.1 , Ti, . . . , Tj), Tj+i^i, . . . , Tj+i_mi+i), • • Oi • • • , Tn,m„) G Q- 
ou, toujours avec le lemme |2l on doit avoir Ti, . . . ,Ti, rj_|_i^i, . . . , Tn^nin 

G ^° et il y a 

done une unique fagon d'indexer leurs sommets. Ainsi, cela fait n fagons de numeroter les 
sommets de T dans ce cas. 
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Au final, il y a 1 + n fagons d'indexer T pour obtenir un element de ^. Le cas k = 1 est demontre 
car n est egal a la fertilite de la racine de T. 

Si k > 2, T = B{Ti, . . . ,r„), avec Ti = B{Ti^i, . . .T^^J, . . . ,Tn = B{Tn,i, . . • ,T„,m,J (si 
Ti = Ti = B(Ti^i) avec Tj^i = 1). II y a deux cas possibles pour indexer les sommets de T : 

1. Si I'indice de la racine de T est plus petit que I'indice de son descendant direct le plus a 
gauche. Alors, pour que T £ Q, 

T = B+{. . . B+(B+{. 1 , Ti,!, . . . , ri,^j, . . .), . . . , r„,^j. 

Avec le lemme [21 on doit avoir Ti^i, . . . ,r„,m„ £ : et il y a une unique fagon d'indexer 
leurs sommets. On a ainsi une unique fagon de numeroter T dans ce cas. 

2. Si I'indice de la racine de T est plus grand que I'indice de son descendant direct le plus a 
gauche. Deux sous-cas sont possibles : 

(a) Si I'indice de la racine de Ti est plus petit que I'indice de son descendant direct le plus 
a gauche, c'est-a-dire si Ti = B~^{. . . B^{.i, ...),...), alors Ti G (avec le lemme 
[2]), et il y a une seule possibilite d'indexer Ti. Pour tout 1 < f < n. 



B^{. . . B^{B (Ti, . . . , Tj), Tj+i^i, . . . , Tj+i^rrti+i), • • • • • , Tn^m„) G Q- 

D'apres le lemme El T2, . . . , Tj, Tj+i^i, . . . , T„^m„ S , done il y a une unique fagon de 
les indexer. On a ainsi n possibilites pour indexer T dans ce cas. 

(b) Si I'indice de la racine de Ti est plus grande que I'indice de son descendant direct le 
plus a gauche, c'est-a-dire si 

m\—i fois 

Ti = B+C~^iB-iTi,i,. . .,Ti^i), ...),.. .), 

fc-i 

pour un 1 < i < nii. Par hypothese de recurrence, il y a 1 -|- /t, 

i=2 Irp^v et 2<h(v)<i 

fagons de numeroter Ti^i pour obtenir un element de Q. Toujours avec le lemme [2l 
il y a une unique fagon de numeroter Ti^2, ■ ■ ■ ^i.mi car on doit necessairement avoir 



fc-i 

apres indexation Ti^2) • • • T'l.mi £ G^- Cela donne mi I 1 + ^^ fv 

\ i=2 Irp^v et 2<h{v)<i 

possibilites pour indexer Ti. Comme I'indice de la racine de T doit etre plus grande 
que I'indice de son descendant directe le plus a gauche, pour que T G ^, on doit avoir 

T = B^{. . . B^{B (Ti, . . . , Tj), Tj+i_i, . . . , Tj+i^mi+J, • • •)> ^n,li • • • > Tn^m„), 

ou 1 < i < n. D'apres le lemme [2l T2, . . . , Ti,Ti^i i, . . . ,Tn m & ont une unique 

/ .-1' \ 
indexation possible. Ainsi, dans ce cas, il y a nmi I 1 -|- /„ j pos- 

y 2=2 lj,^v ct 2<h{v)<i J 

sibilites d'indexer T. 
En tout, cela fait bien 

i+E n 

i=0 Irp^v et h{v)<i 

possibilites pour indexer les sommets de T. Le principe de recurrence permet de conclure. □ 



Dans le cas des echelles, il existe un resultat plus precis 
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CoroUaire 6 Pour tout n > 1 et pour tout i £ {1, . . . ,n}, il existe une unique echelle (de 

i fois n — i fois 

degre n) dans chaque sous-ensemble Q^~^' ' ' ' ' 

Preuve. Raisonnons par recurrence sur n. Le resultat etant trivial pour n = 1,2, sup- 
posons n > 3. D'apres I'hypothese de recurrence, pour tout i G {l,...,n — 1}, il existe une 

i fois 

unique echelle Tj de degre n — 1 dans chaque sous-ensemble ^("'"'•••'+' 
sant un B~ , on construit n — 1 echelles Ei = B~[Ti) de degre n, et V z G {l,...,n— 1}, 

i fois n — i fois 

Ei E Q^~^^ ■ ■ ■ ' •••'"). De plus, toujours par hypothese de recurrence, il existe une unique 
echelle T de degre n — 2 appartenant a . Alors, .iT G , en utilisant le lemme |3l et done 
En = i3"'"(.i,T) G et c'est par construction une echelle. 

i fois n — i fois 

Done M i e {I,... ,n}, Ei e •••' + -'•••' D' apres le lemme [U les echelles Ei sont 
toutes distinctes. Comme il existe exactement n echelles de degre n dans Q (d'apres la propo- 

i fois n — i fois 

sition |5]), il y a done une unique echelle dans chaque sous-ensemble ' ' ■ ' • • • > pour 
i G {1, . . . ,n}. Le resultat est ainsi demontre au rang n et on conclut par le principe de recur- 
rence. □ 



1.2 L'algebre de Hopf B°° 

Notons = ]K[^ U {1}] l'algebre engendree par Q U {1}. D'apres le lemme [21 B°° est engen- 
dree librement par les arbres appartenant a Q. 

Nous avons le resultat remarquable suivant : 
Proposition 7 L'algebre B°° est une algebre de Hopf. 

Preuve. II suffit de montrer que, en realisant une coupe simple d'un arbre appartenant a 
la branche et le tronc appartiennent respectivement a ^ et ^ U {1}. En effet, si ce resultat 
est demontre, on aura alors le resultat pour une coupe admissible quelconque puisque B°° est 
engendree par U {1} comme algebre. Travaillons par recurrence sur le degre des arbres. Le 
resultat est trivial pour n = 2, 3. Au rang n > 4, considerons un arbre T G ^ de degre n, et 
V \= V{T) une coupe simple. II y a deux cas possibles : 

1. Si I'arbre est de la forme T = B~{Ti, . . . , Tm) G Q^'"'~\ Par construction, la foret Ti . . . Tm G 
Q et, avec le lemme [21 Ti G ^ et T2, . . . ,Tm G Q^. Si v est la coupe totale, le resultat est 
trivial. Sinon, comme v est une coupe simple de T, il existe un unique i G {1, • • • ,Tn} tel 
que V 1= V{Ti) (on inclut ici le cas de la coupe totale qui correspond a couper I'arete entre 
la racine de T et celle de Ti). Par recurrence, Lea^iTi) appartient a Q, car Tj G G. De meme, 
par recurrence, RoOv{Ti) appartient a ^U{1}. Alors la foret Ti . . . Roo„{Ti) . . . Tm G t/U{l} 
car : 

(a) si i = 1, RoOv{Ti) G ^ U {1} et comme T2, . . . ,Tm G G^, RoOv(Ti)T2 . . .Tm € G^ {1} 
en utilisant le lemme [21 

(b) si z > 2, Tj G G^ done, d'apres le lemme [H Roo^{Ti) appartient a U {1}. Ainsi, 
toujours avec le lemme [21 la foret Ti . . . RoOv{Ti) . . . T^, appartient a G. 

Done Lea^{T) = Lea^{Ti) e G et Roo^{T) = B-{Ti, . . .,Roo^{T,), . . . ,r„) G ^ U {1}. 
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2. Si I'arbre est de la forme T = B^{Ti, . . . , T^) G ^(•••'+). Par construction, la foret Ti . . . Tm € 
^, done Ti € ^ et . . . , G Si v est la coupe simple correspondant a couper 1' arete 
joignant la racine de T (qui est la racine de Ti) et le sommet indexe par n joignant les ra- 
cines communes de T2, . . . ,Tm, alors Roo^iT) = Ti G ^ et Lea^iT) = B~{T2, . . . ,Tm) G Q- 
Le resultat est done verifie dans ce cas. Sinon, comme v est une coupe simple de T, il existe 
un unique i G {1, . . . , m} tel que v |= V{Ti) (si i > 2, le cas de la coupe totale correspond 
a couper 1' arete entre le sommet de T indexe par n et la racine de Tj). II y a alors deux cas 
a distinguer : 

(a) Si i = 1, c'est-a-dire si v |= V{Ti). Si v est totale, alors Lea^iT) = T et Roo„(T) = 1 
et le resultat est trivial. Sinon, par recurrence, Lea„(Ti) G G, et RoOv(Ti) etant un 
arbre non vide RoOv{Ti) G Q. Ainsi, avec le lemme [21 RoOv{Ti)T2 . . .Tm G Q. D'ou 
Roo^(T) = B~^{Roo.u(Ti),T2, . . . ,Tm) et Lea^(T) = Lea^{Ti) appartiennent a Q. 

(b) Si i > 2, c'est-a-dire si ^ V{Ti), toujours par recurrence, Lea^{Ti) G ^ et avec 
le lemme HI RoOv{Ti) G U {1}. Done la foret Ti . . . RoOv{Ti) . . . G G. Ainsi 
RoOv{T) = B^{Ti, . . . , Roo„{Ti), . . . , Tm) et LeaviT) = Lea^iTi) sont des elements 
de g. 

Dans tons les cas, RoOv{T) G ^ U {1}, Lea^iT) G Q. 
Par recurrence, le resultat est demontre. □ 

Proposition 8 La serie formelle de I'algebre de Hopf 3°^ est donnee par la formule : 

Fk<x,{x) = — , H — . 
^ ^ ^ 2Vr^4i 2 



Preuve. Pour calculer la serie formelle de I'algebre B°°, nous introduisons quelques notations. 
Posons fP°° le nombre de forets de longueur i et de degre j, et f^°° le nombre de forets de degre 

j. En particulier, f^^ = f^j . Par construction de on a les relations suivantes : 



l<i<j 



AT = 1 

47 = 0sifc>2 

Jl,n — ^/n-l 

fk,n = fk~l,n-l + • • • + fn-l.n-1 SI k > 2,n > 2. 



Posons F{x) = ^/f°°x* et, pour A; > 1, Fk{x) = fk7x\ Comme /^°° = si i < /c, 

i>l 

Fk{x) = Y,fk7x'- Alors, 



i>k 



Fix) = ^Fkix) 

k>l 

Fi{x) = 2xF{x) + x 



Fk{x) = x\ yF,{x)\=x{Fix)-Fi{x)-...-Fk-2ix)]sik>2. 




Par difference, on obtient pour tout I > 1 : 

Fi+2 - Fi+i + xFi = 0. 
II existe done A[x)^B[x) G C[[x,x~"'^]] tels que VZ > 1, 

Fi{x) = A{x)[ \ ] +B{x)' 
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d'ou 



F{x) = A{x) + B{x) . 



En faisant / = 1,2, nous avons les deux relations suivantes : 



Aix) 
B{x) 



F{x) + - + 



2 2\/l - 4x 
1 - VI - 4x ^ , , 1 l-2x 



2 ' ' 2 2^/r^^ 

Montrons que B{x) = 0. Si B{x) / 0, = afcx'^' + . . ., Ofc / 0. De plus, 



Fiix) = Aix) 



1 - VI -4x 



1 + VI - 4x 



V =1+... / 



done, si I > k, 



A{x) 



B{x) 



1 - VI - 4x 



1 + VI - 4x 



D'oii Fi{x) = akx^ + .... Or Fi{x) = ^ f^^x\ done ^^(x) = 0{x^), et = 0. 

i>l 

Ainsi = 0, et avec © et dH, 

I - Ax - Vl - 4x 



F(a;) 



1 



+ 



2(4x - 1) 
1 



1 1 
2V1 - 4x ~ 2 



2 2V1 - 4x 
Au passage, on obtient la formule pour les F^ : 



Fk{x) 



X 



1 - VI -42; 



VI -42; 

Finalement la serie formelle de est donnee par : 



fc-i 



+ 



1 



2V1 - 4x 2' 

Ainsi, pour tout k > I, ff^ = et 
numeriques : 



(2fc)! 
2(A;!)2 



(3) 



(4) 



□ 



. Voici quelques valeurs 



k 


1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


Jl,k 


1 


2 


6 


20 


70 


252 


924 


3432 


Jk 


1 


3 


10 


35 


126 


462 


1716 


6435 



Ce sont les sequences A000984 et A001700 de [10]. 
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1.3 La sous-algebre de Hopf 

Muni de la concatenation, I'ensemble ^'^ U {1}, constitue de I'arbre vide et de tons les arbres 
construits uniquement avec des B^, est un monoi'de. Notons I'algebre unitaire engendree par 
ce monoide. Si T est un arbre appartenant a il existe certaines coupes v |= V{T) telles que 
Leav{T) ^ U {1} (voir la remarque qui suit le lemme|4|. n'est done pas une cogebre. Par 
contre, d'apres le lemmelH B^ est un comodule a droite de I'algebre de Hopf B°° . 

Remarquons que B^ est isomorphe en tant qu'algebre a I'algebre (de Hopf) des arbres enra- 
cines plans TipR. En effet, on a vu au paragraphe qui precede la proposition |5] que les arbres de 

sont en bijection avec ceux de HpR. Cette bijection s'etend en un isomorphisme d'algebres 
graduees de T-LpR dans B^ . En particulier, ces deux algebres ont la meme serie formelle : 

Fs'^ix) = ^2x~^^ " F-Hpni.^)- 

Considerons maintenant I'ensemble 

n — 1 fois 

et notons I'algebre K.[Q^ U {1}]. Mors : 

Proposition 9 L'algebre B^ est une algehre de Hopf. 

Preuve. II suffit de montrer que, etant donne un arbre appartenant a la branche et le 
tronc de cet arbre, apres avoir realise une coupe simple, appartiennent respectivement a et 
U{1}. On travaille par recurrence sur le degre n des arbres de B^. Ceci est evident pour n < 3, 
en le verifiant rapidement a la main. 

Au rang n > 4. Considerons un arbre T G t/^ de degre n et i; |= Vi^) une coupe simple. II y 
a deux cas : 

1. Si T est de la forme B {Ti, . . . ,Tjn) G ^(+vi+i )^ avec Ti, . . . ,Tm e Si V est la 
coupe totale, le resultat est trivial. Sinon, comme v est une coupe simple de T, il existe 
un unique i G {l,...,m} tel que v \= V(Ti) (on inclut le cas de la coupe totale qui 
correspond a couper I'arete entre la racine de T et celle de Ti). Comme Tj G Q^, par 
recurrence, Lea^iT) = Leav{Ti) G Q^. D'autre part, avec le lemme HI Tj appartenant a 
Q^, RoOv{Ti) £ U {1}. Done la foret Ti . . . Roo^{Ti) . . . T„j appartient a U {1}, et 
RoOv{T) = B^(Ti, . . . , RoOv{Ti), . . . , T^) G G^. Le resultat est ainsi demontre si T est de 
la forme B'{Ti, . . . ,r„) G 

2. Si T est de la forme B~^{Ti, . . . ,Tm) G ^(+'---'+), avec Ti, . . . ,Tm G G'^- Si v est la coupe 
simple correspondant a couper I'arete joignant la racine de T (qui est la racine de Ti) et le 
sommet indexe par n joignant les racines communes de T2, . . . , T^, alors Roo^{T) =Ti G^ 
et Leav{T) = B~{T2, . . . ,Tm) G G^. Le resultat est done demontre dans ce cas. Sinon, 
comme v est une coupe simple de T, il existe un unique i G {1, . . . , m} tel que v \= V(Ti) 
(on inclut le cas de la coupe totale qui, si i > 2, correspond a couper I'arete entre le sommet 
de T indexe par n et la racine de Tj). II y a alors deux cas : 

(a) Si i = 1, c'est-a-dire si v |= V(Ti). Si v est la coupe totale, alors Lea^(T) = T et 
RoOv{T) = 1 et le resultat est etabli. Sinon, par recurrence, Leav{T) = Lea„(Ti) G 
G^ . Avec le lemme IH comme RoOv{Ti) est different de I'arbre vide, RoOv{Ti) G G^ , 
done Roo^{Ti)T2 ...Tm^G^- Et ainsi Roo^{T) = B+{Roo^,{Ti),T2, • • • , T^) G C 
^^□{1}. 
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(b) Si z > 2. Par recurrence, comme Tj G Q^, Lea^iT) = Leav{Ti) G Q^. D'autre part, 
avec le lemme IH RoOviTi) G U {1}. Done la foret Ti . . . Roo^{Ti) . . . Tm appartient 
a go, et Roo^{T) = B+{Ti, Roo^{Ti), . . . , T^) G C U {1}. 

Ceci demontre la stabilite de par coupe simple, et done par coupe admissible, car est stable 
pour le produit. Ainsi B^ est bien une algebre de Hopf. □ 

Remarque. On pent voir en reprenant cette demonstration que I'algebre B^ est meme un 
comodule a droite de I'algebre de Hopf B^. 

1.4 Generalisation de I'algebre de Hopf 

En utilisant le meme modele que pour la construction de I'algebre de Hopf nous allons 
a present construire une infinite d'algebres de Hopf pour i > 2, telles qu'on ait les relations 
d'inclusions suivantes : 

B^ ^B"^ ^ ... CB' C C...CB°°. 
Pour cela, posons, quelque soit i > 2, 

n — i fois 
, V 

g2 _ 1^ +,£„_i + l,. ..,£„)_ 

n>l,(e„_i+i,...,£,i)e{+,-}' 

et B^ = IfC[t/* U {1}]. Remarquons que C Q^^^, \/i > 1. Comme annonce, on a alors le 
resultat suivant : 

Proposition 10 Pour tout i > 1, I'algebre B^ est une algebre de Hopf. 

Preuve. Travaillons par recurrence sur i > 1. Le cas i = 1 ayant deja ete demontre, suppo- 
sons i > 2. 

II faut montrer que B^ est stable par coupe simple. Pour cela, faisons une recurrence sur le 
degre n des arbres de Q^. Ceci est clair pour n < 3 et decoule directement du fait que B°° est 
une algebre de Hopf. 

Au rang n > 4. Considerons un arbre T £ de degre n et v \= V{T) une coupe simple. Ici 
encore, il faut distinguer deux cas : 

1. Si T est de la forme ^-(ri, . . . ,T„) G g^-'^\ D' apres le lemme [21 Ti G ^ et T2 , . . . , Tm G 
Q^. Comme T G Q^, la foret Ti . . . Tm appartient a Q^^^. En posant k = IT2I + . . . + \Tm\, 
Ti G Q^~^~^ . Supposons v different de la coupe totale, le resultat etant trivial dans ce cas. 
Comme v est une coupe simple de T, il existe un unique j G {1, . . . , m} tel que v \= V{Tj) 
(on inclut le cas de la coupe totale qui correspond a couper I'arete entre la racine de T et 
celle de Tj). Comme Tj G t/*, par recurrence, Lea„{T) = Lea„{Tj) G G^. Pour Roo.^{T), on 
doit alors differencier deux sous-cas : 

(a) Si j = 1. Ti appartient a Q'^~^~^. Par recurrence, Roo^{Ti) est un arbre appartenant a 
gi-i-k y |]^| D'apres le lemme H la foret Roo^{Ti)T2 ...Tm appartient a Q''^ U {1}. 
Done Roo^{T) = B- {Roo^{Ti),T2, . . . ,Tm) e Q\ 

(b) Si j > 2. Par le lemme H Roo^iTj) G g° U {1}. Notons / la somme |r2| + . . . + 
|i?oOi,(rj)| + . . . + \Tm\- Alors / < A; et la foret T\. . . RoOv{Tj) . . . Tm appartient a 
gi^i+i-k ^ gt-i^ j^ij^gi Roo^{T) = B-{Ti, . . .,Roo^{Tj), . . . ,Tm) e g\ 

Ceci termine la demonstration dans le premier cas. 
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2. Si T est de la forme B^{Ti, . . . ,Tm) G ^(•■■■+). Avec le meme raisonnement que dans le 
premier cas, en notant k = IT2I + . . . + \Tm\, Ti G gt-^-k j^^^ _ _ _ ^ j-^ g gO gj ^ gg|- 
la coupe simple correspondant a couper I'arete joignant la racine de T (qui est la racine 
de Ti) et le sommet indexe par n joignant les racines communes de T2, . . . ,Tm, alors 
Roo^{T) = Ti G gi-^-k c et Lea^{T) = B- {T2, . . . ,Tm) e Q Q\ Le resultat 
est done demontre dans ce cas. Sinon, comme v est une coupe simple de T, il existe un 
unique j G {1, . . . , m} tel que v \= Vi^j) (on inclut le cas de la coupe totale qui, si j > 2, 
correspond a couper I'arete entre le sommet de T indexe par n et la racine de Tj). II y a 
alors deux sous-cas : 

(a) Si j = 1. Dans le cas ou v est la coupe totale, Lea^{T) = T et RoOv{T) = 1 et le 
resultat est trivial. Sinon, par recurrence, comme Ti appartient a Leav{T) = 
Leav{Ti) G c et RoOv{Ti) est un arbre appartenant a g^-^~k^ Avec le 
lemme |1 Roo^{Ti)T2 . . .T^ G G'-^. Done Roo^{T) = B+{Roo^{Ti),T2, . . . ,Tm) S 
G\ 

(b) Si J > 2. Comme Tj G Q^, par la proposition |21 Leav{T) = Leav{Tj) G C Q^. Par le 
lemme m Roo-i,{Tj) G ^"^Ull}. Si on note I la somme IT2I + . . . + |-Roo„(Tj)| + . . . + 
alors / < A; et la foret Ti . . . RoOv{Tj) . . .Tm appartient a g^-^+^-k c Ainsi 
Roo^{T) = B-{Ti,...,Roo^{Tj),...,T^)£g\ 

Le deuxieme cas est done demontre. 

Nous avons ainsi obtenu, par le principe de recurrence, le resultat annonce. □ 

Remarque. En reprenant la demonstration, on a, pour tout i > 2, A{B^) C ^S* (X> B^~^. 

II est alors possible de calculer le nombre d'arbres de degre A; de : 

Proposition 11 Soit k > 1. Notons, pour tout i > 1, ff\ le nombre d'arbres de de degre 
k. Rappelons que designe le nombre d'arbres de B°° de degre k, et le nombre de forets 
de B^ de degre k. Alors, pour tout k > 1, i > 1, 



fi7 sik<i + i, 



Preuve. Fixons i G N*. La formule est evidente pour k < i + 1 (en utilisant I'identification 
= lorsque k = i + 1). Supposons k > i + 1. Notons A'' I'ensemble 

G { + ,-}'' I £1 = ... = Sk-i = +} ^ {+> • 

Le complement aire dans {+, de A^ est |^ Aj (I'union etant disjointe) ou 

0<j<k-i-l 

Aj = [ee {+,-}'' \£i = ... = £j = + et Ej+i = -| C {+, . 

D'apres le lemme [H pour tout < j < A; — i — 1, les ensembles |arbre de Q^^'^ \ e G sont 
disjoints. De plus 

card ({arbre de U G {+, -f]) = ff^+i, 

card ({arbre de | e G ^j) = /f+i/iT-r 
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Alors 



/f 



fc+i 



card ({arbre de | £ G vl''}) 

card ({arbre de U G {+, -V}) 



/iT+i ~ ^^^^ 



( u I 

\0<i<fc-i-l 



-card < arbre de ^(+'^) | e G |J 

o<i<fc-«-i 



arbre de G'^^'-'^ \ e e A' 



/iT+i - ^^^^ ({arbre de 0^+'^^ \ e G ^j) 



o<i<fc-j-i 

goo _ \ ^ rB°° 



o<i<fc-j-i 



□ 



Voici quelques valeurs numeriques : 
1. Pour les arbres : 



k 


1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


Jl,k 


1 


1 


2 


5 


14 


42 


132 


429 


fB' 
Jl,k 


1 


2 


4 


10 


28 


84 


264 


858 


fB" 
Jl,k 


1 


2 


6 


14 


38 


112 


348 


1122 


fB-^ 
Jl,k 


1 


2 


6 


20 


50 


142 


432 


1374 


fB* 
Jl,k 


1 


2 


6 


20 


70 


182 


532 


1654 


fB^ 
Jl,k 


1 


2 


6 


20 


70 


252 


672 


2004 


fB" 
Jl,k 


1 


2 


6 


20 


70 


252 


924 


2508 



2. Pour les forets : 



k 


1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


Jk 


1 


2 


5 


14 


42 


132 


429 


1430 


fB' 
Jk 


1 


3 


9 


29 


97 


333 


1165 


4135 


fB" 
Jk 


1 


3 


11 


37 


129 


461 


1669 


6107 


fB-^ 
Jk 


1 


3 


11 


43 


153 


557 


2065 


7739 


fB" 
Jk 


1 


3 


11 


43 


173 


637 


2385 


9059 


fB" 
Jk 


1 


3 


11 


43 


173 


707 


2665 


10179 


fB*' 
Jk 


1 


3 


11 


43 


173 


707 


2917 


11187 



2 L'algebre de Hopf B 

2.1 Construction de B et premieres proprietes 

A partir d'une construction similaire a celle decrite dans la partie II. 1| nous allons definir une 
nouvelle algebre notee B contenant l'algebre de Hopf B°°. Pour cela, on construit inductivement 
un ensemble d'arbres T'-"''^-' de degre n > 1, pour e G {+, — }. 

Si n = l . r(^'^\ pour e quelconque, est I'ensemble reduit a un seul element, I'unique arbre 
de degre 1. 

Si n > 2, supposons les ensembles T^^'^^ construits, pour tout 1 < k < n — 1. 

1. Si e = — , les arbres T de T"*-"'"^ sont construits comme suit. On prend une foret F = 
Ti . . . Tm de degre n — 1 construite a partir de m > 1 arbres appartenant a I'ensemble 
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Ui<fc<n-i ££{+-} considere Ti,...,Tm comme la suite des sous-arbres d'un 
arbre enracine ayant pour racine le sommet indexe par n. Cela donne ainsi naissance a un 
nouvel arbre ordonne T = B~(Ti, . . . , T^) de degre n. 

2. Si e = +, on construit alors les arbres T de T^'^'^'^ par la transformation suivante. On 
prend une foret F = Ti . . . de degre n-l avec Ti, . . . , G Ui<fc<n-i,£e{+ ,-} T^''''^'' 
et m > 1. On construit alors T en greffant le sommet indexe par n comme le fils le plus 
a droite de la racine de Ti et en considerant T2 , . . . , comme la suite des sous-arbres 
issus du sommet indexe par n. Cela donne un nouvel arbre ordonne T = B^{Ti, . . . ,Tm) 
de degre n. 

Considerons un arbre T construit a partir des instructions precedentes, de degre n. Soit le som- 
met indexe par n est la racine et T G T^"''~\ soit le sommet indexe par n est le fils le plus a droite 
de la racine et T E 7~^"'+). De plus, deux arbres de 7"^"'") (resp. T"*-"'"''^) sont egaux si et seulement 
si les forets a partir desquelles ils sont construits sont egales. Ainsi, les arbres construits avec 
les instructions precedentes sont tons distincts. En particulier, card (7"^"'^^) = card (T^"'"-*) , 
V n > 1. 

On pose alors T I'ensemble IJn>i ee{+ -} T"*-"'^-*, I'union etant disjointe (on identifie T^^'~^ et 
r(^'+)). Void une illustration pour n = 1, 2, 3 et 4 : 



7-(i,-) 



7-(i,+) 
7-(2,+) 
7-(2,-) 

7-(3,+) 

7-(3,-) 

7-{4,+) 

7-(4,-) 



{.1} 



Soit T un arbre enracine plan non vide E TipR. Ici aussi il est possible de denombrer le 
nombre de fagons d'indexer les sommets de T pour obtenir un element de T : 

Proposition 12 Soit T un arbre plan. On definit pour chaque sommet v de T, un entier ay 
par recurrence sur la hauteur : 

1. Si V est une feuille, = 1. 

2. Sinon, 

v'^v v'^v >D tq v"<v' j >?j tq v'<w j 

I'ordre sur les sommets de T etant celui defini dans I'introduction. 
Alors, il y a aj.£,cme(T) fo-Qons d'indexer les sommets de T pour obtenir un element de T. 

Preuve. Pour eviter d'alourdir les notations, on notera indifferement un arbre appartenant 
a 1-LpR et I'arbre (ou les arbres) obtenu apres indexation des sommets appartenant a T. 

Par recurrence sur le degre fc de T G 7". Si A; = 1, c'est trivial. Supposons A; > 2 et le 
resultat verifie au rang inferieur. On utilise les memes notations que pour la demonstration de la 
proposition : T = B{Ti, . . . , r„), avec Ti = B{Ti^i, . . . Ti^^J, . . . , = B{Tn,i, Tn,m„) (si 
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Ti = Ti = B{Ti^i) avec Tj^i = 1). Comme dans la preuve de la proposition |5l on ne cherchera 
pas ici a simplifier un produit d'arbres en supprimant les eventuels arbres vides. II y a n + 1 
situations possibles au niveau de la racine de T : pour 1 < i < n, 

n—i fois 

B~^{. . . B^{B~{Ti, . . . ,Tj),rj+i^i, . . . ,rj+i_m,+ J, . . .),Tn,l, . . . ,Tn,m„) S T, 

et B^(. . . B^{.i,Ti^i, . . . ,Ti^fni), ■ ■ ■),Tn^i, . . . ,Tn,mn) ^ Pour deux valeurs distinctes de i, 
I'indexation des sommets de T sera differente. Fixons un < i < n. Par hypothese de recurrence, 
il y a CLj,i^cij^f,(^x.^ fagons d'indexer Tj en un element de T, pour 1 < i < « ; et aj.acine{Tj i) fagons 
d'indexer Tj^i en un element de 7~, pour z + l<j<netl</< rrij (si T^y est different de 
I'arbre vide). Au total, il y a bien 

aracineiT) = 11 X/ I IT I I 11 

v'^r v'^r \y"^r tq v"<v' j \y" ^w-^r tq v' <w 

fagons d'indexer les sommets de T pour obtenir un element de T ■ □ 

Definissons I'algebre B comme I'algebre librement engendree par I'ensemble TU {1}. On a 
alors la propriete remarquable suivante : 

Proposition 13 L'algebre B est une algebre de Hopf. 

Preuve. Montrons que, en realisant une coupe simple d'un arbre appartenant a 7", la branche 
et le tronc appartiennent respectivement a Tet TUjl}. On travaille par recurrence sur le degre 
des arbres. Le resultat est trivial pour n = 1, 2 et 3. Au rang n > 4. Considerons un arbre T £ T 
de degre n et v \= V{T) une coupe simple. II y a deux cas : 

1. Si I'arbre est de la forme T = B~ (Ti, . . . ,Tm) G T^^'~\ avec m > 1. Par construction, 
Ti, . . . ,Tm £ T- Si V est la coupe totale, le resultat est evident. Sinon, comme v est une 
coupe simple de T, il existe un unique i £ {1, . . . , m} tel que v |= V(Ti) (on inclut le cas 
de la coupe totale qui correspond a couper 1' arete entre la racine de T et celle de Ti). Par 
recurrence, comme Tj G T, Leav{T) = Leay{Ti) appartient a 7". De meme, par recurrence 
RoOt,{Ti) appartient a TU {1} done la foret Ti . . . RoOv{Ti) . . . est constituee d'arbres 
appartenant a TU {1} et ainsi RoOv(T) = B^{Ti, . . . , RoOv{Ti), . . . , T^) G T- 

2. Si I'arbre est de la forme T = B^{Ti, . . . ,Tm) G avec m > 1. Comme precedem- 
ment, Ti, . . . , Tm G T- Alors : 

(a) Si V est la coupe simple correspondant a couper I'arete joignant la racine de T (qui 
est la racine de Ti) et le sommet indexe par n joignant les racines communes de 
T2, . . . ,Tm, alors RoOv{T) = Ti G T et Leav{T) = B~{T2, . . . ,Tm) G T- Le resultat 
est done demontre dans ce cas. 

(b) Sinon, comme v est une coupe simple de T, il existe un unique i G {1, . . . , m} tel que 
V 1= V{Ti) (on inclut le cas de la coupe totale qui, si z > 2, correspond a couper I'arete 
entre le sommet de T indexe par n et la racine de Tj). Deux cas sont a distinguer : 

i. Si i = 1. Si V 1= V{Ti) est la coupe totale, alors RoOv{T) = 1 et Lea„{T) = T 
et le resultat est trivial. Sinon, par recurrence, Lea„(T) = Lea^iTi) £ T et 
RoOv{Ti) £ T, done RoOv{T) = B~^{RoOv{Ti), T2, . . . ,Tm) £ T. 

ii. Si z > 2. Par recurrence, Lea„{T) = Leav{Ti) appartient a T et RoOv{Ti) appar- 
tient aru{l}. Done Roo^{T) = B+{Ti, . . . , Roo^{Ti), . . . ,T^) G T. 

Ainsi, dans tons les cas, RoOv{T) £ TU {1} et Leaj,{T) £ T, et on pent conclure par le principe 
de recurrence. □ 



20 



ANTHONY MANSUY 



Remarque. Les relations d'inclusion suivantes sont evidement verifiees : 

e° C . . . C C . . . C C B. 

Rappelons que est la sous-algebre de B engendree par les arbres construits uniquement avec 
des -B"*". De la meme fagon, on pent definir une sous-algebre de B en considerant la sous-algebre 
engendree par les arbres de B qui sont construits uniquement avec des B~ . Notons-la Bi (cette 
terminologie est justifiee par le theoreme |26]) . Elle est clairement stable par coupe admissible, 
c'est done une algebre de Hopf. II existe un isomorphisme d'algebres de Hopf entre Bi et T-LpR : 
a chaque arbre de TipR il y a une seule et unique fagon de numeroter les sommets (en numero- 
tant les sommets dans I'ordre croissant pour I'ordre defini dans I'introduction) ; cela definit une 
bijection entre les arbres de Bi et les arbres de TipR qui s'etend en un isomorphisme d'algebres 
graduees respectant le coproduit. 



II est possible de calculer la serie formelle de l'algebre B : 

Proposition 14 La serie formelle de l'algebre de Hopf B est donnee par la formule : 



Fb{x) = 



Ax 

Preuve. Notons f^ le nombre de forets de degre n de ;B et ff^ le nombre d'arbres de degre 
n. On deduit de la construction de B les relations suivantes : 

/f = 1 

fin = 2ftisin>2. 

Introduisons la convention suivante : /^g = et = 1. On pose alors -Fg(a;) = X^„>o a;"" 
et = X]n>o/fn^"'- L'algebre etant libre, 

Fb{x) = ^ 

1 - Tb(x) 

Alors : 



n>2 



2X fnX" 



2x 



1 



1-Tb{x) 

Done : r|(x) + {x - 1)Tb{x) +x = Q. Comme ff^ = 0, 



Tb{x) = et Fb{x) = 



2 



Ax 

□ 



Voici quelques valeurs numeriques : 



k 


1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


Jl,k 


1 


2 


6 


22 


90 


394 


1806 


8558 


fb 

Jk 


1 


3 


11 


45 


197 


903 


4279 


20793 



Ce sont les sequences A006318 et A001003 de [TO]. 
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2.2 Coliberte de B 

Introduisons une nouvelle operation sur B : 

Etant donnees deux forets non vides F et G appartenant a B, on definit une foret F \ G 
en greffant a la feuille la plus a droite de F la foret G et en indexant les sommets comme suit : 
on laisse les indices de F inferieurs strictement a I'indice de sa feuille la plus a droite invariant ; 
on numerote ensuite la foret G en preservant I'ordre d'origine de ses indices ; on finit alors en 
numerotant le reste des sommets non encore indexes de F en preservant ici encore I'ordre d'ori- 
gine des indices dans F. Si F est une foret de B, on pose l'\F = F'\l = F. Par linearite, on 
definit ainsi une nouvelle operation 'X: B x B ^ B. 

Remarque. Dans le cas particulier ou F = . i , .1 \ G = B^{Gi, . . . , pour toute foret 
G = Gi . . . Gfi G B. 



Exemples. On illustre ci-dessous I'operation ^ : 



• 1 • 2 • 3 


2 I3 


• 1 • 2 • 3 


'X I2 — •l'2l5 


.1.2 ^ 


- 

\ •1'2 — •IV4 




\ • 1 • 2 — 1 4 

T 3 


^Y2^ 


\ = 






.iii ^ 


is 

\ I 2 = • 1 I 2 




\ = ti 


I? ^ 


\ •1'2 = ll 



II faut montrer que B est stable par I'operation de greffe \ ainsi definie. Par definition de la 
greffe, il suffit de montrer le resultat lorsque F est un arbre non vide et G = Gi . . . G„ une foret 
non vide de B. Comme B est librement engendree par 7~U{1} en tant qu'algebre, Gi, . . . , G„ E T. 
Si F est I'arbre constitue d'un unique sommet, alors F \^ G = i?~(Gi, . . . , G„) £ T B. 
Supposons maintenant F de degre > 2. Alors, la branche de F sur laquelle on greffe G comporte 
au moins deux sommets. II y a deux cas a distinguer : 

1. Si I'indice de la feuille la plus a droite de F (celle ou on greffe) est plus grand que I'in- 
dice de son pere. Dans ce cas, cette feuille a ete inseree lors de la construction de F 
par un B~^{...,1). Pour obtenir I'arbre F ^ G, il suffit alors de reproduire les ope- 
rations faites pour construire F a un changement pres, en remplagant B^{. . . , 1) par 
B+{. . . , Gi, . . . , G„). Ainsi, F\G appartient aT^B. 

2. Si I'indice de la feuille la plus a droite de F est plus petit que I'indice de son pere. Dans ce 
cas, cette feuille a ete inseree lors de la construction de F par un B~{Hi, . . . ,Hk, .1) ou 
Hi, . . . , iiffc, . 1 est la suite des sous-arbres issus du meme sommet de F, le pere de la feuille 
la plus a droite de F. Par construction. Hi, . . . ,Hk G T. Pour obtenir I'arbre F '\ G, 
il suffit alors de reproduire les operations faites pour construire F a un changement pres, 
en remplagant B~ (Hi, . . . , Hk, -i) par B~{Hi, . . . ,Hk,B~ [Gi, . . . ,Gn))- Done F '\ G 
appartient aussi aT B dans ce cas. 

Le lemme qui suit est evident : 

Lemme 15 Pour toutes forets F,G,H £ B, 

iF\G)\H = F\iG\H), 
{FG)\H = F{G\H). 

Rappelons la definition suivante (voir par exemple OE]) : 
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Definition 16 Une algebre dupliciale est un triplet *,\), ou A est un espace vectoriel 
et *, \: A<Si A — > A, avec les axiomes suivants : pour tout x,y,z E A, 



{x * y) * z = x*{y*z), 
{x\y)\z = x\{y\z), 
{x * y) \ z = x*{y\z). 



(5) 



Une algebre dupliciale unitaire A est un espace vectoriel A = Kl © A tel que A est une algebre 
dupliciale et ou on a etendu les deux operations * et\ comme suit : Pour tout a ^ A, 

\* a = a*l = a, 
1\ a = a \ 1 = a. 



Ainsi, B munit de la concatenation et de \ est une algebre dupliciale unitaire , avec B = (B)^ 
et 1 I'arbre vide, de tel sorte que B = K1®B. 

Proposition 17 (^/)+ est I'algebre dupliciale libre generee par I'element .i. 

Preuve. Soit A une algebre dupliciale et soit a & A. 11 s'agit de montrer qu'il existe un 
unique morphisme d'algebres dupliciales (/) : (-6/)+ — > A tel que = a. On definit (j){F) pour 

toute foret non vide F G {Bi)+ inductivement sur le degre de F : 

^(•i) = a, 
(P(Ti...Tk) = <^(Ti) . . XTfc) si > 2, 
(l){B-{Tu...,Tk)) = a\(j){Ti...Tk) sik>l, 

avec Ti, . . . ,Tjt G T CiBi. Comme le produit dans A est associatif, (p est bien definie. (p s'etend 
par linearite en une application (p : {Bi)+ A. Montrons que c'est un morphisme d'algebres 
dupliciales. Par le second point, ^{FG) = (f){F)<p{G) pour toutes forets F,G e II reste a 

prouvcr que (f){F \ G) = (f>{F) \ (f>{G) pour toutes forets F,G G On pose F = Fi . . . Fj-, 

avec k > 1 et Fi, . . . ,Fk G T Pi Bi. Par recurrence sur le degre n de -F^. Si = 1, alors F^ = . i , 
et, en notant G = Gi . . . Gm, avec m > 1 et Gi, . . . , Gm & T CiBi : 



HiFi 
<t>{Fi. 
(piFi. 
(piFi. 
cPiFi. 

HF)' 



..Fk-i.i)\G) 

■ Fk-iB {Gi,...,Gm)) 

.Ffc_i)0(i?-(Gi,...,G^)) 

.Fk-i){a\^{Gi...G^)) 

.Fk-imFk)\<P{G)) 



Soit n > 2 et supposons le resultat verifie si le degre de F/^. est strictement inferieur a n. F^ £ 
T n Bi, done Fk est de la forme Fk = B~{Hi, . . . , Hi) avec / > 1 et Hi, . . . ,Hi G T Ci Bi. Alors, 
en utilisant Thypothese de recurrence sur la foret H = Hi ... Hi : 

HF\G) 



= HFi.. 


■Fk-iB 


-{Hi,...,Hi)\G) 


= HFi.. 


.Fk-i)4 


{B~{Hi,...,Hi\G)) 


= <P{Fi.. 


.Fk-i)i 


a\cl>{H\G)) 


= <t>{Fi). 


• 4>iFk- 


i){a\{^iH)\^{G))) 


= HFi). 


■ cP{Fk- 


i){{a\ct>{H))\4>{G)) 


= HFi). 


■ cP{Fk- 


imFk) \ cPiG)) 


= (HFi) 


. . (f>{Fk 


-i)cf>{Fk)) \ cPiG) 


= <I>{F)\ 


. m)- 
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Ainsi 4> est un morphisme d'algebres dupliciales. 

So it (j)' : (^;)+ — 7- A un deuxieme morphisme d'algebres dupliciales tel que i) = a. Pour 
tout arbre non vide Ti, . . . ,Tk e T D Bi, (t>'{Ti ...Tk) = (p'{Ti) . . . (j)'{Tk) et (p'{B-{Ti, . . . , T^)) = 
1 \ (Ti . . . Tfe)) = a \ (/.'(Ti . . . Tfc). Done = </.'. □ 

Definition 18 Pour toute foret non vide F G notons rp la Jeuille la plus a droite de 

F. On pose : 

A^{F) = J2 Lea^{F)®Roo^{F), 

v\^V{F) et rpGLea^iF) 

A^(F) = J2 Lea^{F)®Roo^{F). 

v\\=V{F) et rpeRooviF) 

Remarquons que + = A. 
Lemme 19 Pour tout F G 

' (A^®/d)o A^(F) = (id® A)oA^(F), 

< (A^:5§/(i)oA^(F) = {Id®Ky)oK^{F), (6) 

^ (A®/d)oA^(F) = {Id®K^)oK^{F). 

En d'autres termes, est une coalgebre dendriforme. 

Preuve. Soit F une foret non vide de B. Par coassociativite de A, on pcut poser : 

(A Id) o A(F) = {Id A) o A(F) = f(^) ^ F^^) , 

ou sous-forets non vides de F. Alors : 

(A^®/d)o A^(F) = (Id® A)o A^(F) = ®f(2) ®f(^), 

(A^®Id)o A^(F) = (Id® A^)o A^(F) = ^ ® ^(2) ® ^(3)^ 

(A ® id) o A^(F) = {Id (g) A^) o A^(F) = J2 ^^^^ ® ^^^^ <^ 

rpeFi^) 

□ 

Notations. Soit A^,A^) une coalgebre dendriforme. 

1. On notcra Prim.tot{^) = Ker{Ay) H Ker{A^). 

2. Nous utiliscrons les notations de Swccdler suivantes : pour tout a £ A, A(a) = a' ® a", 
A^(a) = a'^ (g) a'i. et A^(a) = a(_ (g> a(i. 

Proposition 20 i. Soit x,y e ^fors ; 

f A_< (xy) = y®x + x'y® x" + xy'^ ® y'!^ +y'^® xy'!^ + x'y'^ ® x"y'i, , , . 

\ A^(xy) = x 'Si y + x' 'Si x"y + xy'y 'Si y'y + y'y 'Si xy'y + x'y'y 'Si x"yy. 

En d'autres termes, {B)+ est une bialgebre codendriforme. 
2. Soit x,y e {B)+. Alors : 

' A^{x\y) = ySx + y'^Sx\y'!^ + x'^\ySx'!^+XyySxy 

+x'^y'^Sx'l\y% (8) 
^ A^{x\y) = y'ySx\y'^ + x'ySx'^\y + xly'^Sxl\y'^. 
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Preuve. II suffit de prouver ces formules pour x = F, y = G des forets non vides G T. Com- 

mengons par prouver les premieres formules, a savoir A^{FG) et A^{FG). Pour toutc coupe 
admissible v ||= V{FG), soit v' la restriction de v a F et v" la restriction de v a G. Alors 
v' \= V{F) et v" t= V{G). Par ailleurs, v' et v" ne sont pas simultanement totales, ni simulta- 
nement vides. 

Pour A^{FG) : soit v ||= V{FG), telle que rpc = re appartient a Lea^iFG). Comme 
re G Leav"{G), v" est non vide. On a alors cinq possibilites pour v : 

- v' est vide et v" est totale : cela donne le terme G (g) F. 

- v' est non vide et v" est totale : alors v' \\= V{F), et cela donne le terme F'G F" . 

- v' est vide et v" est non totale : comme re S Lea^ri{G), cela donne le terme G'^ <^ FG'!^. 

- v' est totale et v" est non totale : comme re G Lea^"{G), cela donne le terme FG'^ G'i,. 

- v' 11= V{F) et v" sont non totales : comme re € Leav"{G), cela donne le terme F'G'^ (g) 
F"G'!.. 

Interressons nous a present a Ay{FG). Soit v ||= V{FG), telle que rpc = fG appartient a 
RoOv{FG). Comme re & RoOv"{G), v" n'est pas totale. II y a cinq possibilites pour v : 

- v' est totale et v" est vide : cela donne le terme F <S> G. 

- v' est non totale et v" est vide : alors v' ||= V{F), et cela donne le terme F' <^ F"G. 

- v' est totale et v" est non vide : comme re £ Roo^"{G), cela donne le terme FG'y Gy. 

- v' est vide et v" est non totale : comme ro € Roo^ii{G), cela donne le terme G'y (g) FG'y. 

- v' \\= V{F) et v" sont non totales : comme re € Roo^ii{G), cela donne le terme F'G'y (g 
F"Gl. 

Pour une coupe admissible v ||= V{F \ G), soit v' la restriction a v de F et soit v" 
I'unique coupe admissible de G telle que Lea^" {G) est la sous-foret de Lea^ {F \ G) formee par 
les sommets qui appartiennent a V{G). Remarquons que, v n'etant pas totale, v' n'est pas totale. 

Calculous A^(F \ G). Soit v \\= V{F \ G), telle que rF\G = fG appartient a Leav{F \ 
G). Comme ra € Lea.„ii{G), v" est non vide. II y a quatre possibilites pour v : 

- v' est vide et v" est totale : cela donne le terme G F. 

- v' est vide et v" est non totale : alors v" \\= V{G) et ra £ Lea^ii{G), et cela donne le 
terme G'^®F\G'!^. 

- v' est non vide et v" est totale : on a alors deux sous-cas : 

- Lea-ci{F) contient rp : cela donne le terme 'X G (g) F^. 

- Roo^i{F) contient rp '■ cela donne le terme F^G ® F^. 

- v' est non vide et v" est non totale : alors rp n' appartient pas a Lea^'iF), re appartient 
a Lea^ii(G), et cela donne le terme FyG'^ (g \ G'!^. 

Pour terminer, il reste a calculer Ay{F \ G). Soit v \\= V{F \ G), telle que rp\^G = fG 
appartient a RoOv{F \ G). Comme ra € RoOv"{G), v" n'est pas totale. Done v' ne contient 
pas rp. II y a trois possibilites pour v : 

- v' est vide : alors v" \\= V{G) et Roo^ii{G) contient r©, et cela donne le terme G(_ (g F \ 

- v' est non vide et v" est vide : alors rp G RoOyi{F) et on obtient le terme F!_ (g) F^ \ G. 

- v' est non vide et v" est non vide : alors rp ^ RoOv'{F), ra € RoOv"{G) et on obtient le 
terme F!^G'y ^ Fll \ G'^. 

□ 

Rappelons la definition suivante suggeree par les resultats precedents : 

Definition 21 Une bialgebre dupliciale dendriforme est une famille *, \, A^, A^), oil 
A est un espace vectoriel, *,\: A<Si A — > A et A^, A^ : A — > A <Si A, avec les proprietes 
suivantes : 
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1. (^,*,\) est une algebre dupliciale (axiomes 

2. A^,A^) est une coalgebre dendriforme (axiomes 

3. Les compatibilites de la proposition \2U\ sont satisfaites (axiomes ^ et 

Nous avons besoin du theoreme de rigidite suivant, demontre dans jS], 

Theoreme 22 Soit A une bialgebre dupliciale dendriforme. On suppose que A est graduee et 
connexe, c'est-d-dire que Aq = (0). Soit {pT>)deV une base de PrimtotiA) formee par des elements 
homogenes, indexes par un ensemble gradue D. II existe un unique isomorphisme de bialgebres 
dupliciales dendriformes graduees : 

(^?/?)+ A 
\ .d, deV — > pd. 

On en deduit alors le resultat suivant : 

Theoreme 23 // existe un ensemble gradue D tel que {B)j^ est isomorphe a (?^p^)_|_ comme 
bialgebres dupliciales dendriformes graduees. 

La serie formelle de T) est donnee par : 

h{x) 

Cela donne : 



k 


1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


\V\ 


1 


1 


2 


6 


22 


90 


394 


1806 



On retrouve les nombres de Schroeder, correspondants a la sequence A006318 de | il0] . 

Remarque. Comme corollaire de ce theoreme, B est libre (ce qu'on savait deja, librement 
engendre par T), colibre et auto-duale. 

2.3 Structure d'algebre bigreffe de B 

2.3.1 Algebre de greffes a gauche 

Definissons a present une nouvelle loi de composition interne sur (^)+ qui va permettre de 
munir B d'une structure d'algebre de greffes a gauche unitaire. 

Etant donnes deux arbres non vides T et G de 7", on definit un arbre T ;^ G en greffant par 
la gauche T sur la racine de G et en indexant les sommets comme suit : on conserve I'indexation 
des sommets de T et on numerote ensuite les sommets de G dans leurs ordres de depart mais 
en decalant leurs indices par le nombre de sommets de T. Considerons maintenant une foret 
Ti . . . r„ et un arbre G, avec n > 1 et Ti, . . . , T„, G G T (tons non vides), on definit I'arbre 
(Ti . . . Tn) >- G en le posant egal a Ti >- (T2 y {. . . {Tn >~ G) . . .)). Etant donnees deux fo- 
rets non vides Ti . . . T„ et Gi . . . Gm, avec n, m > 1 et Ti, . . . , T„, Gi, . . . , Gm G T^ on pose 
(Ti . . . Tn) >- (Gi . . . Gm) = {{Ti . . . Tn) >- Gi)G2 . . . Gm- En etendant par linearite on de- 
finit ainsi une nouvelle operation sur {B)^. On utilisera la convention suivante : si T G (^) + , 

i;-r = retr^i = o. 



fBjx) - 1 
fBix)' 
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Exemples. lUustrons ci-dessous I'operation >- : 



• 1 


y n = V 


• 1-2 y • 1 


= 


• 1 y '1^2 — I2I3 






• 1- 2- 3 y -1 


= 'V 


^ - '\}' 

• 1 y ll — V2 




13 

^ .1 = 


• 1 1 3 y -1 


= 


• 1-2 >- i 1 — «3 



Montrons que est bien stable pour la loi y. II sufRt de voir que si T et G sont deux 

arbres G T, I'arbre T y G definit precedemment est encore un element de T. Pour cela, notons 
Gi, . . . , Gn la suite des sous-arbres issus de la racine de G, et Gi^i, . . . , Gi_,ni la suite des sous- 
arbrcs issus de la racinc dc Gi, pour tout i G {1, . . . , n}. II y a alors deux cas : 

1. Si G = . . Gij, . . . , Gijni) ■ ■ ■),Gn,i, ■ ■ ■ ,Gn,m„), alors par definition de 1^, 

T y G = B~^{. . . B^{B~{T), Gi,i, . . . ,Gi^mi), ■ ■ ■),Gn,l, ■ ■ ■ ,Gn,m„) 

et ceci est bien un element de T. 

2. Si il existe un 1 < ? < n tel que 

n—i fois 

G = B'^{. . . B^{B (Gi, . . . , Gj), Gi+1,1, . . . , GiJ^i^rrii+i), ■ ■ ■)■, Gn,!, ■■■ , Gn,mn)-i 

alors par definition de y, 

n—i fois 

. " ^ 

TyG = B {. . . B {B {T,Gi, . . . ,Gi),Gi+i^i, . . . ,Gi+i^mi+i), ■ ■ ■),Gn,l, ■ ■ ■ ,Gn,m„), 

et ceci est ici encore un element de T. 
Ainsi est stable pour I'operation y. 

Remarque. Pour toute foret non vide Ti . . . r„ G {B)+, (Ti . . . T„) ^ . 1 = ^-(Ti, . . . , r„). 

La propriete suivante vient directement de la definition de y : 

Lemme 24 Etant donne F,G,H e 

(FG) y H = Fy {Gy H), 
{F y G)H = Fy (GH). 

Remarque. L'operation y n'est pas associative. Par exemple, 

.1 y (.1 y .1) = .1^1^ = 'Y3% 
1 I2 

Definition 25 Une algebre de greffes a gauche est un espace vectoriel A muni de deux ope- 
rations * et y satisfaisant les deux relations suivantes : ^ x,y, z E A 

{x * y) * z = X* {y * z), 
{x*y)yz = xy{yyz), 
{x y y) * z = X y {y * z). 

Une algebre de greffes a gauche unitaire A est un espace vectoriel A = Kl © A tel que A est une 
algebre de greffes a gauche et ou on a etendu les deux operations * et y comme suit : 

l*a = a*l = a, pour tout a ^ A, 
ly a = a, ay 1 = pour tout a G A. 




(11) 
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Remarquons que 1 ;^ 1 n'est pas defini. Si ^4 = Kl (B A et B = ICl © B sont deux algebres de 
greffes a gauches unitaires, on peut etendre les deux operations * et ;^ a leur produit tensoriel 
Af^Beii posant : 

(a (g) 6) * (a' (g) 6') := {a * a') ^ {b * b'), 

(a 6) ^ (a' © b') := (a * a') (6 ^ b'), si 6 © 6' / 1 © 1, (12) 
(a (g) 1) ^ (a' (g) 1) := (a ^ a') (g 1, 

pour a, a' £ A, 6, b' £ B. 

On definira dans la section B. 3. 2 1 la notion d'algebre de greffes a droite. 

Grace au lemme |24l B muni de la concatenation et de >- est une algebre de greffes a gauche 
unitaire, oii ;B = (;B)+ et 1 est I'arbre vide, de tel sorte que B = Kl © B. 

Theoreme 26 (i3/)+ est I'algebre de greffes a gauche libre engendree par I'element .j. 

Preuve. Soit A une algebre de greffes a gauche et soit a £ A. II faut montrer qu'il existe un 
unique morphisme d'algebres de greffes a gauche <j) : {Bi)+ — >• A tel que i;^(.i) = a. On definit 
0(F) pour toute foret non vide F S (Bi)^ inductivement sur le degre de F : 

0(.i) = a, 

0(ri...rfc) = 0(ri)...0(rfe) sifc>2, 

4>{B'{Ti,...,n)) = ct>{Ti...Tk)>-asik>l. 

Comme le produit * dans A est associatif, (p est bien definie. <j) s'etend par linearite en une 
application cp : (B)^ — ?■ A. Montrons que c'est un morphisme d'algebres de greffes a gauche. Par 
le second point, (j){FG) = (f){F)(j){G) pour toutes forets F,G £ + - Considerons deux forets 
non vides F et G. II faut prouver que (j){F y G) = <I){F) >- (t){G). On travaille par induction sur 
le degre n de G. Si n = 1, G = . i , et : 

(j){F >~G) = <p{B-{F)) = ^{F) ya = (j){F) >- 0(G). 

Supposons le resultat verifie pour toutes forets de degre < n. Considerons alors G G (-6/)+ une 
foret de degre n > 2 et une foret non vide F = Fi . . . F^ £ Notons k la longueur de G. II 

y a deux cas suivant la longueur k de G : 

1. Si A: > 2, G = Gi...Gfe. Alors 

0(F^G) = 4>{{Fi...Fm)y {Gi...Gk)) 

= 0(((Fi...F„) ^Gi)G2...Gfc) 
= 0((Fi...F^) ^Gi)0(G2)...0(Gfc) 
= (0(Fi ...Fm)y 0(Gi))0(G2) . . . 4>{Gk) 
= 0(F)^(0(Gi)0(G2)...0(G,)) 
= 0(F) ^ 0(G), 
en utilisant I'hypothese de recurrence a la quatrieme egalite. 

2. Si k = 1, G est un arbre de degre n > 2, done G = B~{Gi, . . . , Gi), avec Gi, . . . , G/ £ (-6^)+ 
et / > 1. Alors 

0(F^G) = 0((Fi...F„)^B-(Gi,...,G/)) 
= 0(i?-(Fi,...,F^,Gi,...,Gz)) 
= 0(Fi...F^Gi...GO 
= (0(Fi . . . F„)0(Gi . . . Gi)) y a 
= 0(F) ^ (0(Gi...G/) ^a) 
= 0(F) ^0(i?-(Gi,...,Gz)) 
= 0(F) ^ 0(G). 
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Ainsi, dans tous les cas, (j){F y G) = (piF) >~ (l){G). Par le principe de recurrence, cette formule 
est done demontree pour toute foret F,G & + - 

Soit (j)' : {Bi)+ Ann deuxieme morphisme d'algebres de greffes a gauche tel que i) = a. 
Soient k > 1 et Ti, . . . ,Tk £ G n Bi. Alors 0'(Ti . . . T^) = (/^'(Ti) . . . (p'iTk). De plus, 

0'(B-(ri,...,rfc)) = <p'{{Ti...Tk)^ .i) 

= (l)'{Ti...Tk)>-a. 

Done (j)' = (j) et ceci termine la demonstration. □ 
II existe une relation entre >- et le coproduit : 

Proposition 27 Rappelons que : AiiF) = Lea^{F)®Roo^{F) pour 

v\=V{F) ct rooi{F)&Roo^{F) 
toute foret non vide F G + , oil rooi{F) est la racine de I'arbre le plus d gauche de la foret F. 
Alors pour tout F G B et G G iB)+, 

AiiF yG) = A(F) y Ai{G). (13) 

De plus : (A ® Id) o Aj(G) = (Id ^ A;) o Ai{G). 

Preuve. Pour demontrer la premiere egalite, on utilisera les notations suivantes : si a G i3, 
A(a) = a<^\ + l®a + a'® a", et si a G {B)j^, Aj(a) = 1 (g) a + a'l (g) a'/. Alors, pour tout x e B 
et y G {B)+, 

A{x)yAi{y) = (x (g) 1 + 1 X + x' x") y (1 (g) y + y'l (g) y'l') 

= x(E){l^y) + xy'i (g) {I ^ y'l) + I (g {x )~ y) + y[(g {x )~ y'/) 

+x' (g {x" yy) + x'y'i <g {x" y y'l) 
= X (gy + xy'i(g y'l' + 1 g) {x y y) + y'l (g {x >~ y'{) + x' ® {x" >~ y) 

+x'y'i ® {x" y y'l') 
= Ai{x y y), 



en utilisant (|12p a la deuxieme egalite et (jlip a la troisieme. 

Pour la deuxieme egalite, on pent poser, pour toute foret x G (5)+, par coassociativite de 

A : 

(A (g) Id) o A{x) = {Id (g) A) o A(x) = ^ x^^^ (g x^^^ (g x^^^ , 
OU x^^\ x^'^\ x^'^'^ sont des sous-forets de x. Alors : 

{A(g Id) o Ai{x) = {Id(g Ai)o Ai{x) = ^ x^^^ ® x^^^ ® x^^). 

Le resultat suit par linearite. □ 

2.3.2 Algebre de greffes a droite 

On pent aussi definir une operation ^: (5)+ x (5)+ — t- {B)j^. Cela va permettre de munir B 
d'une structure d'algebre de greffes a droite unitaire. 



Etant donnes deux arbres non vides T et G appartenant a T, on definit un arbre T ^ G en 
greffant par la droite G sur la racine de T et en indexant les sommets comme suit : on conserve 
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I'indexation des sommets de T, puis on numerote les sommets de G differents de la racine de 
G en conservant I'ordre initial, et on termine en numerotant la racine de G (par |T| + 
Considerons maintenant un arbre T et une foret Gi . . . Gm, avec T,Gi, . . . , Gm G T, on definit 
I'arbre T -< {Gi . . . Gm) en le posant egal a (. . . ((T -< Gi) -< G2) ■ ■ ■ -< Gm)- Etant donnees 
deux forets non vides Ti . . . r„ et Gi . . . Gm, avec n,m > 1 et Ti, . . . , Tn, Gi, . . . , Gm £ T, on 
pose (Ti . . . Tn) -< {Gi . . . Gm) = Ti . . . Tn-iiTn -< {Gi . . . Gm))- En etendant par linearite 
ceci definit une nouvelle operation sur Si T G (i3)+, on pose r^l = retl-<;r = 0. 



Exemples. Nous illustrons ci-dessous I'operation -< : 



• 1 • 2 


.1.2 — • 1 "2 


• iii ~< 


• 1 




.1 ~< I? 


= li 


• 1 • 2 


3 4 


n ^ 


I? 




• 1 .1.2.3 


= 'V 


I? ~< 


3T4 

,3 _ 2m^5 
. 1 1 2 — »1 


I? -< 


^Y2^ 




I? -< ii 


= 



Verifions que est bien stable par -<. II suffit de montrer que si T et G sont deux arbres 
non vides appartenant a T, I'arbre T ~< G definit precedemment est encore un element de T. Si 
G = . 1 , T -< G = B^{T) appartient a T. Supposons maintenant que |G| > 2. On note Gi, . . . , Gn 
la suite des sous-arbres issus de la racine de G, et Gj^i, . . . , Gj^„ti la suite des sous-arbres issus 
de la racine de Gj pour tout i G {1, . . . , n} (si Gj = . 1 , alors = 1 et Gj^^. = 1). II y a alors 
plusieurs cas : 

1. Si G = B+(. . . 5+(.i, Gi,i, . . . , Gi^mi), ■ ■ Gn,i, • • • , Gn,m„), ou Gi,i, . . . , Gn,m„ ^ T par 
construction. Alors, pour tout i e {1,... , n}, Gi = B~{Gi^i, . . . , Gi^m,) € T, et done 

r^G = s+(r,Gi,...,G„) 

est un element de {B)+. 

2. Si il existe un 1 < i < ra tel que 

n—i fois 

G = B'^{. . . B^{B (Gi, . . . , Gj), Gj+i^i, . . . , Gi+i,,„._^^), . . -),Gn,i, • • • , Gn,m„), 

avec par construction Gi, . . . , Gj, Gj+1^1, . . . , G„^m„ G T- Alors, pour tout i + 1 < j < n, 
Gj = S"(Gj,i, . . . , Gj^mj) e T, et done 

T -< G = B^{T, Gi, . . . , Gi, Gj+i, . . . , G„) 

est un element de {B)+. 
Ainsi, dans tout les cas, {B)+ est stable par I'operation 

Remarque. Soient n > 1 et Ti, . . . , T„ n arbres non vides G {B)+. Alors 

Ti ^ B-{T2, ...,Tn) = B+{Ti, . . .,Tn). 

Le lemme suivant est evident : 

Lemme 28 Etant donne F,G,H e {B)+, 



F ~< (GH) = (F X G) ^ i7, 
F{G ^H) = (FG) ~< H. 



(14) 
(15) 
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Remarque. Comme pour -< n'est pas associative. Par exemple, 

2 Is 

(.1 ^ .i) ^ .1 = I? ^ .1 = V. 



Definition 29 Une algebre de greffes a droite est un espace vectoriel A muni de deux ope- 
rations * et ~< satisfaisant les deux relations suivantes : \/ x,y, z G A 

(x * y) * z = x*{y*z), 
X ^ {y * z) = {x ^ y) ^ z, 
X * {y < z) = {x * y) ^ z. 

Une algebre de greffes a droite unitaire A est un espace vectoriel A = Kl © A tel que A est une 
algebre de greffes a droite et oil on a etendu les deux operations * et ~< comme suit : 

l*a = a*l = a, pour tout a G A, , , 

a-<l = a, l^a = 0, pour tout a G A. 

Remarquons que 1^1 n'est pas defini. Si A = Wi ® A et B = Kl © B sont deux algebres 
de greffes a droite unitaires, on pent etendre, de la meme fagon que pour les algebres de greffes 
a gauche, les deux operations * et -< au produit tensoriel A® B en posant : 



(a © 6) * (a' © b') 
{a®b) ^ (a' © b') 
(a © 1) -< (a' © 1) 



{a* a') ^ {b*b'), 

(a*a') © (6 -< 6'), si 6©6' / 1 1, (17) 
(a -< a') © 1, 



pour a, a' G A, b, b' € B. 



Ainsi, grace au lemme |28l B muni de la concatenation et de -< est une algebre de greffes a 
droite unitaire, oii ;B = (^)+ et 1 est I'arbre vide de tel sorte que B = Wi © B. 

Notons Br I'algebre de greffes a droite engendree par I'element .i, et Br I'algebre de greffes 
a droite unitaire egale a Kl © Br de sorte que Br = {Br)+- Alors : 

Theoreme 30 {Br)+ est libre. 

Preuve. II faut montrer que si Ti . . . Tm est une foret non vide appartenant a {Br)+ (avec 
Tin ^ 2) alors T\ , . . . , Tra e {Br)+- Raisonnons par recurrence sur le degre n — | T\ | -t- . . . -t- | Tm \ 
de la foret Ti . . . T^, le cas n = 1 etant trivial. Supposons Ti . . . Tm G {Br)+ de degre n > 2. Par 
construction de Br, il existe Fi,F2 S iBr)+ tel que Ti . . . Tm = F1F2 on Ti . . . Tm = Fi -< F2. 

1. Si Ti . . . Tm = F1F2, Fi et F2 etant non vides, il existe i G {1, . . . , m — 1} tel que Fi = 
Ti . . .Ti et F2 = . . . Tm- Par hypothese de recurrence, comme < n et I-F2I < ra, 
Ti, . . . , Tj S {Br)+ et Tj_|_i, . . . , Tm G {Br)+ ce qui demontre le resultat dans ce cas. 

2. Si Ti . . . Tm = Fi ~< F2, en notant Gi . . . Gk la foret Fi, on a I'egalite Ti . . . Tm-iTm = 
Gi . . . Gk-i{Gk -< F2). Necessairement, k = m, Wi £ {!,..., m — 1}, Tj = Gi et Tm = 
Gm ^ F2. Par hypothese de recurrence, comme < n, Gi, . . . , Gm £ {Br)~\-- Done, Vi G 
{l,...,m-l},Ti = Gie iBr)+. De plus, Gm,F2 G {Br)+, done Tm = Gm ^ F2 e {Br)+. 

Dans tout les cas, Ti, . . . ,Tm G {Br)+- On conclut par le principe de recurrence. □ 



Voici par exemple les arbres appartenant a Br de degre < 4 : 

i,.,,:iM ,'v,\'v ,h\yt 
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Remarquons que Br n'est ni une algebre de Hopf ni une sous-algebre de B°". 

II y a une relation pour le coproduit comparable a celle de la proposition |27] : 
Proposition 31 Posons Ar{F) = Leav{F) RoOv{F) pour toute 

v\=V{F) et roOr(F)eRoo.v{F) 

foret non vide F, oil roOr{F) est la racine de I'arbre le plus d droite de la foret F. Alors, pour 
tout F G etGeB, 

Ar{F -< G) = Ar{F) -< A(G). (18) 
De plus : (A Id) o Ar(F) = {Id A^) o A^(G). 

Preuve. Comme dans la preuve de la proposition |271 on utilise les notations suivantes : si 
a £ B, A(a) = a(g)l + l(g)a + a'(g) a", et si a G {B)+, Ar{a) = 1 a + a'^, a". Alors, pour tout 
X £ {B)+ et y £ B, 

Ar(x) -< A(y) = (Kg) X + x'^ IS) x'^) -< {y (g) 1 + 1 <S) y + y' <^ y") 

= y(E){x ^l) + l(g){x ^y) + y' (g){x ^ y") + x'^y (g) (x^ < 1) 

+x'^ (g) (x" -< y) + x'^y' ® (x'r -< y") 
= y(gx + l(g)(x-<y)+y'®(x-< y") + x'^y ^ x" + x'^ ® {x'^ -< y) 

+x'^y' ® ix'; -< y") 
= Ar{x -< y), 

en utilisant (|17p a la deuxieme egalite et (|16p a la troisieme. 

Pour la deuxieme egalite, la demonstration est identique a celle de la proposition [271 □ 

2.3.3 Algebre bigreffe 

Remarque. Pour toute foret F,G,H £ (0)+, 

{F^G)'<H = F^{G<H). (19) 

Cette relation est encore vraie si F,G ou H est egal a 1. Et elle n'a pas de sens si au moins deux 
des trois elements F, G, H sont egaux a 1, car 1 ;^ 1 et 1 -< 1 ne sont pas definis. 

Ceci nous amene a introduire la notion d'algebre bigreffe : 

Definition 32 Une algebre bigreffe est un espace vectoriel A muni de trois operations *, >- 
et -< telles que {A,*,y) est une algebre de greffes a gauche, {A,*,~<) est une algebre de greffes 
a droite, et pour tout x,y,z £ A, 

{x >- y) ^ z = X >- {y ^ z). 

Une algebre bigreffe unitaire A est un espace vectoriel A = Kl © A tel que A est une algebre 
bigreffe, (A, *, est une algebre de greffes a gauche unitaire d'unite 1 et {A, *, -<) est une algebre 
de greffes a droite unitaire d'unite 1. 

Ainsi, avec (|19p . B munit de la concatenation, de ;^ et de -< est une algebre bigreffe unitaire, 
en prenant B = (B)^, et pour 1 I'arbre vide. 

Theoreme 33 (S)+ est engendree comme algebre bigreffe par I'element .i. 

Preuve. II suffit de montrer que tout les arbres appartenant a T peuvent etre construit a 
partir de .i avec les operations m, y et -<. Raisonnons par recurrence sur le degre, le resultat 
etant evidement vrai au rang 1. Soil T G 7" de degre n >2. II y a deux cas : 
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1. Si T = B^{Ti, . . . jTii-), avec Ti, . . . ^T^ G T de degre < n et A; > 1. Par hypothese de 
recurrence, Ti, . . . ,Tk peuvent etre construits a partir de .i avec les operations m, y et -<. 
Alors T = (Ti . . . T^.) >- .i pent aussi etre construit dans ce cas a partir de .i avec m, >- 
et ^. 

2. Si T = B^{Ti, . . . , Tk), avec Ti, . . . , G T de degre < n et A; > 1. Toujours par recurrence, 
Ti, . . . ,Tfc peuvent etre construits a partir de .i avec m, y et ~<. Si k = 1, T = B^{Ti) = 
Ti -< . 1 et le resultat est demontre. Sinon 

T = Ti -< B-{T2, . . . ,rfc) = Ti -< ((Ta . . . Tfc) ^ .i) 

et T pent ici encore etre construit a partir de .i avec m, >- et -<. 
he principe de recurrence permet de conclure. □ 

Remarque. 

1. n'est pas librement engendree comme algebre bigreffe par I'element .i. Par exemple, 

.1 -< (.1 -< .i) = Ii = .1 -< (.1 >- .i). 

2. Une description de I'algebre bigreffe fibre engendree par un generateur et de f'operade 
bigreffe associee seront faites dans un autre articie. 
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